
岡山理科大学紀要第51号App7-l4(2015）

円周率に基づく無理数回転について

四丸直人・高嶋恵三

岡山理科大学理学研究科応用数学専攻・岡山理科大学理学部応用数学科

（2015年９月15日受付、2015年11月９日受理）

１はじめに

無理数αに対して、無理数回転{ｍα｝は一様分布数列となることがよく知られている(HWeyl[9])。こ
こで、｛錘｝は鯵の小数部分を表す｡実数列{α”},(O≦α,､＜1),が[0,1]上の一様分布数列であるとは､任意
の実数０二α＜６＜１に対して、

nｍⅡ{”:α"ｅ[｡,6),’三〃二Ｎ｝＝ｂ－Ｑ
ｊＶ→－ Ｎ

が成り立つことである。ここで、Ⅱ(A)は集合Ａの要素の個数を表す。

一様分布数列の研究において非常に有名であり、有用な概念としてdiscTezwzcyがある。そのひとつの
discrepancyD為({ｍα})は

ＴＬ

Ｄ為(("｡})＝器｡巽二]'ニル)(伽))-麺’
で定義される。無理数αがsi叩ｌｅＭａｵed肱聯剛加1卿tie"#を持つ場合、Ｄ為({ｍα})の漸近挙動につい
て、「周期的に」‘`hinS，，と``valleyS，，を繰り返すことが知られている。本論ではこのＤＡ({mα})の漸近挙動
について、α＝汀－３の場合について議論する。

一方、自然数のべき乗の先頭桁の数字の分布の問題も一様分布数列の問題と深く関連していることが知ら

れている(Ｃｆ[1])。

自然数αに対して10進法でα洞を表示する場合、αが１０のべき乗でない限りα”の先頭桁の数字には、
１から９までの数字が出現する。α”の先頭桁の数字がAであるのは

A×102-'三｡"＜(ん＋1)×102-1A＝1,2,…,９

となる場合であり、これは、

1.9,0A≦｛nlog1oq｝＜1.9,0(A＋1）

と同値である。１og1oaがsiwleiso地Ｍ１ｑｗｅｊｗ腕１９Ｍ伽ｵを持つ場合、α”の先頭桁の数字の分布と、
その極限分布との差を、X2statisticsを用いて測る時、極めて異常な挙動を示すことが知られている。（高
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鴫・小谷([7])の報告を参照のこと)。先頭桁の数字の経験分布と極限分布の「近さ」をX2Statisticsで測る
問題に対して、［7]ではα＝７の場合について一つのｐｅａｋを持った"hms,，が繰り返されることを報告して
いる。この問題はαが自然数でない一般の正の実数の場合にも自然に拡張される。

円周率は古くから知られた、また、一般的にもつともよく知られた無理数であり、超越的無理数としても

きわめて有名である。円周率の単純連分数展開は以下のようになることが知られている。

１
α＝穴－３＝

１戸０

７＋
１５＋

しかしながら、自然対数の底ｅと異なり、円周率の連分数展開について一般的にどのような部分分母がどの

ように出現するのか、ということは知られていない。しかしながら、上記の連分数展開より明らかに、円周

率もSetokuchiandnkashima[6]で研究されたsingleisolatedlargepartialqUotientをもつ無理数である
ことが分かる。

α＝e，『－３とするとαは自然数ではないが、｡”の先頭桁の数字の漸近分布の問題は、［7]，[5]の研究を応

用することができることが分かる。

本報告では、円周率に基づく無理数回転に対してdiscrepancyや先頭桁の数字の分布の問題について考察

し、singleisolatedlaJCgepartialquotientを持つ無理数による無理数回転と同様に``hiUs，，と“valleys，，が繰
り返されることを報告する。

zDiscrepancyについての結果

本報告では、連分数展開におけるsingleisolatedlargepartialquotientをα刃で表すことにする。例えば

α＝穴－３の場合はり＝４であり、｡可＝292である。SetokuchiandThkashima[6]では

(蔦ね岫聯１Ｍ(Ⅳ)＝ｍａｘ

とおく時、Ｏ＜α＜1/２に対してαがsingleisolatedlaJfgepartialquotientq〃を持つなら、α可＞12Ｍ(Ⅳ）

が成り立ち、かつ〃(Ⅳ)三５である限り“hiU，'の上では

-M(Ⅳ'<ＮＤｊｗ１．１－恥(1-鶚)<3M(Ⅳ）
が成り立つことを示している。Ⅳは各``hiU，，の上に位置する自然数を表す。（詳細は[6]を参照のこと）
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sx2statiStiCSについての結果

α”の先頭桁の数字の経験分布とその極限分布との差を測る道具として、統計学で「適合度の検定」として

有名なX2statisticsを考える。

数字Ａ(ルー1,2,…,9)の観測度数Ｏﾙ(､)＝○んは次のように定義される

Ｏルー|'{nＭmの先頭桁の数字＝ル，１二ｍ二、}．

また、期待度数Ｅ虎(，､)＝凪は

('+;）風＝〃×(1.9,0(A＋1)－log1oA）＝〃×1.9,0

で与えられる。この時､x2statisticM:(〃)＝x8は次で与えられる：

×;他)=x;-乞い(篭蒜化))｡=±(o鵬孟E偽)ミル＝１ １８＝１

このＸ２検定の自由度は8(＝９－１)で1lbる。

Moriandmmshima[[5]]ではX8statisticsに対する理論結果として以下のような公式を示した。

〃〉3,歳く(1-1.9,09)とする｡”＝"×外山〈｡w)とする時

(Casel）’７：奇数のとき

(i）Ifz'＜此andzﾉ＜2ｂ+,，

ｏ捻一風＝〃×外,×{（膳+'-1.9,｡(k＋1)＋1.9,0ルー(胸｝

(ii）Ｉｆ〃＜Zhandz'三2虎+１，

０ルーE脆＝〃×9W－，×{（た十,-1.9,｡(A＋1)＋log1oA-（胸}＋ﾋﾞﾙ十,－０偽+ル

(iii）Ifz'三2A､andz'＜2A+,，

ｏルーEルーツ×外,×{〈州-1.9,｡(ｋ＋1)＋log1oA-Q,}－２應＋0應．

(iv）Ifz'三ZAandz'三ビル+,，

ＯＡ－Ｅムーン×#,×{（ん+1-1.9,0(ん＋1)＋log1ok-〈俺}＋△+'－０肉+'－２，，＋0僻

(CaSell）刀：偶数のとき
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(i）Ｈ２,＜ﾋﾞﾊand〃＜沙十１，

０A一回ルーツ×岬,×{〈ん+1-1.9,0(A＋1)＋log1oA-〈胸｝

(ii）Ｉｆ〃＜(庵and〃＞216+’一，

ｏルー風＝〃×ｑｉ１－,×{（膨十'-1.9,｡(ん＋1)＋log1oA-〈肱}－２胸+'＋0應十,．

(iii）Ⅱz,＞2胸and〃＜沙十１，－

ｏ偽一風＝〃×q〃－，×{<俺+1-1.9,｡(ﾙ＋')＋1.9,.ルー〈&}＋2偽－０&．

(iv）ｍ,＞’俺andz,＞2k+1－，

ｏ臘一Eルーン×＃,×{〈偽十'-1.9,｡(ん＋')＋1.91｡ルー〈脆}＋2ルー0聡一』た+'＋0膨十⑩

が成り立つ。ここで、γね＝ハ/9”は'２次近似分数であり、△＝|α－７可-,|×q〃-,,Ｌ＝[(〈彫－〈ん)/△]＝

[1/(#,△)]であり、に]はｚの整数部分を表す。また、

(Casel）〃：奇数:ビル＝[(log,｡ルー〈ん)/△],(ルーＬ－４.jA×β(modl)＝〈た(O≦jk＜qか-,,β＝,･可-,）

(Casell)刀：偶数：Zルー［(（ん-1.9,0A)/△]’2ｌｂ＝Ｌ－２胸．』た×β(modl)＝（ｋ(Ｏ≦丸く外,）．

β=『w-1であり、〈Ｍ偽はそれぞれlog,｡胸を超えない最大の古と､超える最小の志の形の有理数
とする。（詳しくは[5]を参照のこと）

3.1円周率による無理数回転についての結果

円周率行は上記にその連分数展開を示したとおり、α〃＝α４＝２９２として、singleisolatedlargepartial

quotientを持つ。そこで、前節のdiscrepancyについてSetokuchiandTakaghima[6]の結果が適用でき、数

値計算の結果はグラフFig.１，Fig.２に示す通り、‘`hms，，と``vaneys，，の繰り返しが観測される。

また、α＝１０穴－３としたときのα”の先頭桁の数字の分布に対するX2statisticsを応用した漸近収束の速

さの考察も、Moriandnkashima[5]での計算公式を適用できる。また、数値計算の結果もグラフFig.３，

Fig.４に見られるように``hms，，と``valley８，，の繰り返しが観測される。しかしながら、グラフの形は[5]で
報告されたグラフの形とは異なっていることが分かる。
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Fig.１α＝汀－３，７８＝100,000,ｓｔｅｐ＝113
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Fig.２α＝汀－３，”＝３００，０００，ｓｔｅｐ＝113
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Fig.３汀－３，？ｚ＝３５，０００，ｓｔｅｐ＝113
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Fig.４汀－３，，＝１６０，０００，ｓｔｅｐ＝113
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Inthisreport,wediscusswithirrationalrotatioｎｂａｓｅｄｏｍｒ、AfterSetokuchiandnkashima[6],we

firstconsiderthebehaviorsofdiscrepanciesoftheseqUence{n行}､Wereportthatfbrsuchanirrational

Eotationweobservetherepetitionsof``hiUs，，and``valleys，，,justsimilarlyasin[6]・

Secondly,weconsiderarealnumberq＝１０穴－３．Fbrthisrealnumber,wediscussageneralizedproblem

ofdistributionsofleadingdigitsofα”．WealsoreportthatfbrtheproblemofleadingdigitsofcLねwecan

observesimilarrepetitonsｏｆ``hms，，，however,ｉｎｔｈｅｃａｓｅｏｆｑ＝１０穴－３，theshapeofthegraphisdifIerent

fromthoseofgraphsof0＝７，α＝33and｡＝５４，whicharereportedin[5]．

Keywords:比adj叩。帆伽w`#伽qJMqtjo”,Ｘ２ｓｔｑｔ鮒Ｃｓ,ＣＯ"t伽ed力｡ctjo〃eZpq〃sion


