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ｌ導入と背景

自然数αに対して10進法でα泥を表示する場合、αが１０のべき乗でない限りα”の先頭桁の数字には、１
から９までの数字が出現する。α宛の先頭桁の数字を自然数k(1≦ん三9）とすると、

ＡＣ×100-1＜α"＜(ん＋1)×102-1

が成立する。これは、

１og1ok≦〃log1oQ（modl）＜log,o(ん＋1）

と同値である。ここで、ｚ(modl)は実数Ｚの小数部分を表す(Ｃｆ［1])。HWbyl([8]）により、無理数列
{nlog1oa（modl川>ｏは漸近的に[0,1)上一様分布することが知られている。これと上の不等式より、次
の結果

!{ｍ;ｑｍの先頭桁＝１６，ｍ三、｝
'2二3,1.9,｡(ん＋')-1.9,.Ａ

、

が容易に得られる。ここで、＃Ａは集合Ａの要素の数を表すbこの事実より、先頭桁の数字の経験分布と極
限分布の「近さ」をｘ２検定で測る問題が考えられ、高嶋.小谷([6])の報告がある。彼らはα＝７の場合に
ついて－つのｐｅａｋを持った「丘」が繰り返されることを報告している。

本報告では高嶋・小谷([6])の議論を発展させ、logloqの連分数展開との関係を明らかにし、さらに、
α＝７だけでなくα＝３３，α＝５４の場合についても、α＝７の場合とは異なる形の「丘」が繰り返されるこ
とを報告し、それらの数値計算の結果について報告する○その際、この「丘」がその高さを減じながら繰り

返し出現するという現象は、l0gloqの連分数展開の中に出現する、大きな孤立した部分分母α'１に深く関係
し、その部分分母までによる近似分数ｐＷｖ１の分母の大きさ肋が、繰り返しの「周期」にほぼ等しいこと、
および、その大きな孤立した部分分母の１つ前までの近似分数p，，~1/9il-1の分母的~１のstep毎にＸ2検定
の値の変化を見ることにより、グラフの形の概略を見ることができることを報告する。

２無理数回転とlogloaの連分数展開について

上記の述べたように、α”の先頭桁の数字の問題は、〃1°glouの挙動の問題でもある。実数α(＞O)による無
理数回転Ｒａ(z)＝ｚ＋ａ（mod,)を考える。また、実数α(＜1)の連分数展開をDrmotaandTichy([2]）
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に従って、以下のように表記することにする。

１
ａ

１
ｑ１＋

このとき、実数αは以下のようにして定まる有理数r”＝些によって非常によく近似されることが分かつ
恥

ている(Ｃｆ[３Ｄ：
ＰＣ＝０，Ｐ，＝１，ハ＋’＝α池十'p,z＋ルー１，

９０＝１，９１＝α１，叱十’＝α冗十'9,z＋ｑｉｚ－1，

１

１ａ－ｒ"|＜繭;;卒Ｉ
特に、α＝７の場合、log1o7の連分数展開は以下の通りである：

１

１og1o7＝ １勺Ｉ

１＋

この場合のように、連分数展開の部分分母α”に、非常に大きな値が出現する場合は（上記の例ではα7＝4813

)、９６＝510,97＝2455069,q8＝2455579となり、無理数回転Ｒｌｌ＝、ａ（ｍｏｄ,)（α＝1.9,.7）は有理
数回転”xr6＝”×諾（modl)で非常によく近似されることが分かる：

諾'〈
１

l1og1o7-r61＝｜log1o7-
510×2455069.

以下では、このような孤立した、大きな部分分母をａｎと表すことにする。即ち、〃＝７である。

ｓｘ２検定とその数値計算の結果

αねの先頭桁の数字の経験分布とその極限分布との差を測る道具として、統計学で「適合度の検定」として有

名なｘ２検定を考える。
数字Ａ(ＩＣ＝1,2,…,9)の観測度数ＯＷＤ)＝ＯＡは次のように定義される：

０ｋ＝＃{ｍ;ｑｍの先頭桁の数字＝ん，’三ｍ二、}．

また、期待度数ＥＩＣ(､)＝恥は

('+#）Eルー、×(1.9,0(A＋1)-1.9,010）＝、×log1o



α"の先頭桁の問題に対するＸ2検定の応用 ３

で与えられる。この時､ｘ2検定の検定値x;(､)＝x8は次で与えられる：

〃:(腕)-x;-±(CWM)-Ｌｗ－±(叶剛’
ん=，ＥＷＤ） ん=，ＢＩＯ

このｘ２検定の自由度は８(＝９－１)である。

3.1α＝７の場合の数値計算結果

Fig.１に示されるように、α＝７の場合、グラフ上、一つのｐｅａｋを持つ「丘」の繰り返しが見られ、それぞ
れの「谷」の間隔は97＝2455069であり、最初の谷97＝2455069とｑ８＝2455579の間は、「やや広い」谷
間になっており、その幅は96＝510に等しくなっている。高嶋．小谷([6])で報告されたように、このよう
な一定の幅(97＝2455069)を持った｢丘」と「谷｣が暫くは繰り返される。ここで、１．９１０７のr6＝諾で
の近似の議論から、Ｘ2検定値のグラフをsteN6＝５１０で表示することの重要性が分かる。また、数値計算

Fig.１α＝７，〃＝5,000,000,ｓｔｅｐ＝510
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の結果ではX;(､)の最大値は〃が約1,200,00程の所で、その値は52以上となっている。自由度８のｘ２
検定でその検定値が５２を超える確率は概ね100,000,000分の２程度である。

3.2α＝３３とα＝５４の場合

まず、α＝３３の場合、log1o33-1の連分数展開は以下のようになる

１

１ｏｇ１ｏ３３－１＝
で１ １
１＋

Ⅲ

｢］
Ｌ」
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Fig.1ａα＝７，，＝10,000,000,ｓｔｅｐ＝510
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この展開の結果より､α4＝299,r3＝夢ハー鶚,93＝2Ｍ＝8075であり、α＝７の場合と同様の議論
が有効であることが分かる。しかし、Fig.２で明示されているようにα＝３３の場合のグラフは、明らかに
２つのｐｅａｋを持った「丘」の繰り返しである。このことはα＝７の場合と明確な差異であるが、今後の課
題とする。

次に、α＝５４の場合はlog1o54-1の連分数展開は以下のようになる：

１

１o９，０５４－１＝
刊Ⅱ １
１＋

これより、ｑ７＝７１，α8＝３２６，９８＝23202であり、上記のα＝７，α＝３３の場合と同様の議論が適用でき

ることが分かる。然しながら、Fig3に明らかなように、Ｘ;の値のグラフの概略はいずれの場合とも明確
に異なることも分かる。

これらの例から分かるように、α"の先頭桁の数字の経験分布の漸近挙動を考える場合､Ｘ;の値をstep
9,7-,毎に考えることでグラフの概略を取り出すことができ、問題の本質的な差異を明確にできることが分か
る。但し、ここでCD,１はJO91oqの連分数展開における非常に大きな部分分母であり、例えば、１oglo7の場
合、〃＝７，log1o33の場合、〃＝４，１og1o54の場合、〃＝８である。
連分数展開の一般理論より

ｒ２＜r4＜…＜７２”＝些竺く…＜α＜…＜r21z-1＝』2222ニユ＜…＜r5＜r3，
９２” ９２７２－１

である。このことより無理数回転、×αの有理数回転については〃が奇数であるか（α＝７の場合)、偶数
であるか（α＝33,α＝５４の場合)により近似の仕方が異なるが、議論そのものは自明な修正により同様に
行えることも分かる。また、Fig.１，Fig.２，およびＦｉｇ８より明らかに次のことが分かる：
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Fig.２α＝３３，〃＝16,000,ｓｔｅｐ＝2７
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α＝７の場合は「丘」は１つのｐｅａｋを持つが、α＝３３の場合には「丘」は２つのｐｅａｋを持つ。さら
に、α＝５４の場合にはα＝７，α＝３３のいずれの場合とも異なる形の「丘」が繰り返される。

これらの議論の詳細についてはMoriandnkashma([5]）に譲るが、そこでは、1.9,0αの連分数展開の
中に、孤立した大きな部分分母の出現することが重要であるだけでなく、各log1ok(ん＝1,2,…,9）と近似
分数７,’-,の分母》,から派生する分数ｊ/＃，との関係が重要であることが示されている。これらの考察

Fig.３α＝５４，，，＝50,000,ｓｔｅｐ＝7１
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より、どの様な超越数log1oqに対して、どのような形の「丘」が出現するのか、という問題が生ずるが、超
越数log1ok(ん＝1,2,…,９とlog1oaの近似分数との関係が基本的な問題であるので極めて難しい問題であ
るといえ、今後の問題である。

Refbrences

[１１Berger,Ａ:C7mosaMChG"Ce,WalterdeGruyter,Berlin,2001．

[2]Drmota,Ｍ・－Tichy,ＲＦ.：Seque"c",Disc7℃p､"cies`ＭＡ〃liaMtio'’８，LectureNotesinMath､1651,
SpringeBVerlag,Berlin，1997．

[3]Hardy,Ｇ・H-Wiight,Ｅ､Ｍ､:Ａ"伽､伽ctio"to仇eI1ItcWqfM`mbe71s,5thed.,Ｃｌ虹endonPress,Oxford，
1979.

[４１Khinchin,Ａ・Ｙａ.:Ｃｂ"t伽Ｇｄ肋ctio"s,DoverPublications,NewYork,1997．

[５１Mori,Ｙ・－'makashima,Ｋ､:ＯﾂzX2festsqflezMli叩｡聯tsq'α",伽仇log1oqhGujMsj”e”omMmWePq伽Ｉ
９Mieﾂ､t,tobesubmittedto【ん､`｝bmDDjs抗Mjo〃T11jeoツツ．

[6]高嶋恵三、小谷真美:べき乗の先頭桁の数字について,岡山理科大学紀要,４２Ａ(2006),7-11．

[7]高嶋恵三、長濱紗智、林紘:べき乗の先頭桁、無理数回転および連分数展開,岡山理科大学紀要,４４Ａ(2008)，
９－１３．



α''の先頭桁の問題に対するｘ2検定の応用 ７

Fig.3ａｃＬ＝５４，〃＝120,000,ｓｔｅｐ＝7１
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Applicationo症Ｘ２ｔｅｓｔｔｏｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｏｒｌｅａｄｉｎｇｄｉｇｉｔｓｏ丘α〃

Shimaru,Ｎ，andnkashima,Ｋ、

DeimrtmentけAppJiedMnthemqtZc8，
FhctLJtZﾉＱｆＳｃｉｅｎｃｅ

ＯｈＱｙＱｍｑＵＭｔﾉe畑tZﾉqfScjence

L1,Ejd“‐cho,AitQ-hu,ＯＡＧＺﾉamq700-OOOfIJCJPqn

(ReceivedSeptember22，2014;acceptedNovember6,2014）

Inthisreport,wediscusswiththeproblemofleadingdigitsoMz，WhereMsanaturalnumber,which
isnotequaltoanypoweroflO、Wereportthatmcasethatthecommonlogamthmofq,log,oα,hassmgle
isolatedlargepartialquotient，ｇｒａｐｈｓｏｆＸ２ｔｅｓｔｓｏｆｔｈｅｇｏｏｄｎｅｓｓｏｆｆitsbetweenempiricaldistributions
ofleadingdigitAD，ｓａｎｄtheirlimitdistributionsshowverystrangeshapesandrepetitionsof，，hn1s，，ａｎｄ
，，valleys，，、

WegivesomeeXplanationsfbrtheseunusualphenomenabyconsidermgthecontinuedftactioneXpan-
slonsoflog1oqandtheirapproxnnatiｏｎｓｂｙ，，ra土ionalnumbers，，，derivedtheircontinuedftactionexpan-
sions､Wealsoreporttherea正esomedillerenbtypesofshapesofgraPhs,atleast3types(Cf・Fig.１，fig2
andng3),ｗｉｔｈone，,peak，，(incaseofα＝７),ｗｉｔｈ，，twopeaks，，（incaseofq＝33),andanothershape
(mcaseofq＝53）
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