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1.まえがき

高速フーリエ変換(FFT)は,波形を構成する周波数成

分を分析する手法(1)‐(3)として，計測分野や`情報通信分

野でよく用いられている．しかし，FFTを波形の標本値

列に適用されて得られるFFT成分は,パワースペクトル

の計算に利用されることが大半であるために，たとえ

ば，回路などのシステムからの応答波形を計算する場

合のFFT成分の取り扱い方が不明確である．

FFT成分の特徴を考慮すると,波形の表現式が得られ

ることが報告(4)されている．そこで，これの結果を利

用して，本論文では，時間領域および周波数領域にお

いて，システムからの応答波形の表現式を求め，両領

域における表現式を比較している．

本論文の要点は以下の通りである．

①応答波形の表現式

時間領域においては，もとの表現式における振幅と

位相に応答関数の振幅特』性と位相特性を作用させるこ

とによって，応答波形の表現式が，直接，得られる．

周波数領域においては,もとの波形に関するFFT成分

とフーリエ変換成分の対応関係を利用することによっ

て,システムからの応答波形のフーリエ変換成分から，

応答波形のFFT成分が得られる．このFFT成分を用いる

と，システムからの応答波形の表現式が得られる．

②時間領域および周波数領域における応答波形のそ

れぞれの表現式は，FFT成分間の大きさを考慮すると，

実質的に一致する．

論文内容をわかりやすくするために，まず,FFT成分

の特徴を考慮すると，波形の表現式が得られる(4)こと

を紹介しておく．

る．なお，次式が成り立つ．

/〃＝〃･△／，△ノーＴ〃ｖ （２）

ﾉV個の標本値γ血）にFFTを適用すると,FFT成分と

して虚数成分･(ん）と実数成分Ｑ(A)が得られる．
なお，ルー0,1,…,Ⅳ－１である．

Ｑ(〃)として,Ｑ(A)とＣ(jv-k）で表される虚数成分
対がある．

ｃ化)として,c“)とc,(Ⅳ-k)で表せる実数成分対，
C,(ﾉＷ２)およびC,(O)で表せる実数成分がある．
なお,ルー1,…,/V/２－１である．

虚数成分対･(ん)とCi(/V-k）は6ksin(〃)のFFT成
分であり，図１(a)に示すような関係にあり，次式が成
り立つ．

｜Ci(k)|=|Ｃｉ(/V-k)|，Ｃ,(ん)Ｃ,(ﾉV-k)<０（３）
Ｃｉ(N-k）Ｃ｢(k）CKN-k）

T

Ci(h） )｜,＿｜
h→

Ｎ/２Ｎ－ｌ

T
ＣＫｈ

1

Ci(k）

(a） (b）

図１．FFT成分

逆に，この関係が成り立つ場合，この成分で構成さ

れる波形は6ksinい')であり,その振幅6ｋは次式から
得られる．

６k＝{-Ｑ(ん)+ci(/v-k)}/１Ｖ （４）

実数成分対C“)とC(/V-k)はαACOSし雌!)のFFT成
分であり，図l(b)に示すような関係にあり，次式が成
り立つ．

ｑ(ﾉﾋ)Ｃｒ(/V-A)>０，｜C,(ん)|=に(/V-A)’（５）
逆に，この関係が成り立つ場合，この成分で構成さ

れる波形はα腱cosW)であり，その振幅ｑｌｔは次式か
ら得られる．

αルー{c〃)+crOv-k)}//ｖ （６）

実数のFFT成分C,(A//2）は,図2(a)のように分布し，
最大角周波数の,ｗ１のalw2cos(のM21）のFFT成分で
ある．

2.FFT成分を用いた_般波形の表現式(4)

波形が時間Ｔ内でん回振動する場合，その周波数/Ｘ

と角周波数のkはそれぞれ次式で定義される．

／ルーＡ/Ｔ，のルー2かﾉル（１）

時間Ｔ内の波形Ｗ）を標本化時間間隔△/で標本

化し,ﾉv個の標本値v,(1)，〃＝0,1,…,jV-1を生成す
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ある．なお，これらの成分間では次式が成り立つ．

sixの脳)Sm(のk)<0,|s＄い)|=|Sm(の腱)Ｉ（'4）
Ｓ＄(の‘)β､(のA)>OlSb(の鵬)|=lSMJ｜（15）

bkSiIakSoFakSir

CKO）Cr(N/2）
↑

CKhＣ１(h）｜＿

笛”
Ｎ－ｌ Ｏ Ｎ/２

ｈ→

（b）

図２crCv/z）とＣ血）

N－１ ］一T

Si(⑩）
T
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図３．フーリエ変換成分

逆に，このFFT成分で構成される波形は,αⅣﾉﾕx
cos(の,w2ｔ)であり，その振幅αｊｗ１は次式から得られ
る．

αﾉw2＝Ｃ,(/V/2)//Ｖ（７）

実数のFFT成分C,(0）は,図2(b)のように分布し,直
流のFFT成分である．

逆に，このFFT成分で構成される波形は，直流αOで

あり，その振幅αoは次式で表せる．

α･＝C,(0)/Ⅳ（８）
なお，次式が成り立つ．

Ｃｉ(/V/2)=０，.(0)=０（９）
以上のことから,FFT成分C化）とCWj)が既知であ
ると，これらの成分で構成される一般波形は，次式で

表現されることがわかる．

Ⅳ/2-1 Ⅳ/２－１

Ｖ,(‘卿)=α･＋Ｚ恥in(`Ｍ)＋Ｚα&COS(`Ｍ）
Ａ＝ｌ ルー１

（10）

＋αjW2COS(のM2/"）

式(１０)は次式の標本値と考えることができる．

Ⅳ／２－］ Ⅳ／2-1

Ｖ,(')=α･＋Z6ksin(のA1)＋ZaAcos(のﾙﾉ）
ルー１ Ａ＝１

（11）
＋αﾉw2cos(の,w2j）

なお,直流α・のフーリエ変換をｓし｡）とすると,
これらの成分は，図4に示すように分布し，次式で表せ

る．

Ｓ(の｡)＝α･so地｡)=‘｡β(`i’一の｡）のo＝0（16）

ａｏＳｏｒ

↑

SF(②）
Ｏ
②－ヶ

図４．直流のフーリエ変換成分

図１と図３から明らかなように,式(14),式(15)と式

(3),式(5)の関係から，次式が成り立つ．

６ks＄(のk)←Ci(k)，bkS6}(のk)←Cj(Ⅳ-k）（17）
α川(のk)←ｑ(k)ル５Ｗ)k)←C『(ﾉV-A)(18）
これらの関係から,Ｑ(A）とＱ(ん）は共に正の周

波数成分に,ci(ﾉv-A）とｃ,(ﾉv-A）は共に負の周波
数成分に対応することがわかる．

図２(b)と図４から明らかなように，式(8)と式(16）

から，次式が成り立つ．

αA(の｡)←ｑ(0）（19）3．FFT成分とフーリエ変換成分の関係

恥inし僻,)といCs(の腱!)のそれぞれのフーリエ変換
成分をｓ化ｊとsルハ）とすると,吹式が成り立つ．
なおＡ=1,2,…であり，叩)はﾃﾞﾙﾀ関数であ
る．

，〃)薑沁,(-当)ﾙｰ砂川`臘けいＭＪ
＝j6ksh(のルノ6ﾙsルル）

4．一般波形に対する応答波形の表現式

4.1時間領域における応答波形処理

システムの応答関数を〃(の）とすると,応答関数
は次式で表せる．

〃(の)=|"(の)|Ｇ１…） （20）

なお,|"(の)|は応答関数の大きさであＭ(の）は
応答関数の位相である．

式('0)で表された波形γ,(t）がシステムを通過した
波形,すなわち,応答波形v'Qは次式で表せる．

，'(')＝α01"(の0)｜
Ⅳ／２－１

＋Ｚ|"(のk)|恥in{α)ｋｊＭⅦ）
１t＝1

Ｎノ２－１

＋Ｚ|"(卿山ＣＯＳ{Zi)k,+･側)｝
ノビ＝ｌ

＋|"(のIw2)la1w2cos{のIw2,+①(の,w2)｝（21）

(12）

ｑ(昨`心:)叩璽川付(…）
＝Q【ﾙsふい)ＭｓＷｋ）

（13）

これらの成分は,図３に示すような関係にある.また，

sWk)とｓＭＣｉ)k）は共に正の周波数成分であり，
ｓＷｊと５Ｗ)k）はそれぞれ負の周波数成分で
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この応答波形の標本値γ'いは次式で表現される
ｖ'(い＝α･'"(の｡)｜

＋Ｚ|"(のjlZHsin{の四Ｍい)｝

＋Ｚ|"(典)|α`cosW"Ｍ(のk)｝（22）

＋|"(の'w2)lalw2cos{の,w2'"Ｍ(の,w2)｝
4.2周波数領域における応答処理

4.2.1応答波形のフーリエ変換成分

(1)6ksin(のk')の応答波形
恥in(の&')に対するそれぞれの応答波形のフーリエ

変換成分をSルル)とすると，次式が成り立つ．
ｓ'し)=s〃ｗ(の）

＝/6ks協い)|"(の)lei.(．）

＋ｊ６川(の＃)|"(の)|ew｡）（23）
＝s鰐(のk)＋sf-(のk）

ここで,８Ｎの此)と５１１－仏）は次式で表せる．

ｓ鰈(`uA)=j6As両(のA)|"(の)|e噸(｡）

＝j6ASn(の,Ｊ１"(の)|[COS{9,(の)}+jsin{9,(の)}］
＝s$.(のA)＋芯$.(のﾙ）

（24）

ｓｆ－(の&)=i6ksn(の雌)|"(の)lei”’
＝j6kSn(のk)|"(の)|[COS{9,(の)}+isinや(の)}］
二sﾙｰ(のA)Ⅲ;‐(のk）

（25）

なお，式(24)と式(25)において，次式の関係が成り
立つ．

嗽(nJk)=一々S６１仏)|"(の)|sin{①(の)｝
嗽し)=帆仏)|"(の)lcos{①(の)｝

（26）

Sf-(Z，&)=一身５Ｗ)k)|"(の)lsin{の(の)）
難-い)=々５mし)|"(の)lcos{｡(の)）

（27）

式(23)にフーリエ逆変換を適用すると，応答波形

sf(/）が式(28)で表せる

戯腓'々'"(Ⅶ'け''…Ⅲ
ｗ(-叩け'…Ⅲ

（28）

応答関数が式(29)を満たす場合，式(28)は式(30)で
表せる．

｜"(`uI:)|＝|"(-のk)｜，①(のk)＝_｡“）（29）
ｓ/(`)=|"(+の&)恥ｉｎＷＭ(のk)Ｉ（30）
式(30)は応答波形を表すことは明らかである．

したがって，応答波形のフーリエ変換から応答波を

得るには，応答関数が式(29)を満たす必要がある．

(2)αACOSい')の応答波形

αACOS(叩)に対するそれぞれの応答波形のフーリエ

変換成分をsf(のｊとすると，次式が成り立つ．

ｓｆ(の)＝so(のＷ(の）

＝αksJXのA)|"(の)lei.(｡）

＋αks爪の#)|"(の)|eiw.(｡） （31）

＝s'十(の伽)＋sf-(の&）

ここで,s′論い)とsﾉｰい）は次式で表せる

ｓ'十(Ｃｌ)ﾙ)＝αﾙ８＄(のk)|"(の)|e…）
＝α‘S＄(の腱)|"(の)|[ＣＯＳ{の(の)}+ｉｓin{｡(の))］
＝s;+(の＃)＋jsj+(のk）

（32）

sf-(のk)＝α川(のk)|"(の)lej.(の）
＝α川(の&)|"(の)|[COSや(の)}+ｉｓin{！,(の)Ｉ
＝sj-(のk)＋js3-側）

（33）

なお，式(32)と式(33)において，次式の関係が成り
立つ．

嗽仇)=αksiﾙﾙ)|"(の)|COS{｡(の)）
嗽(のk)=`JkSiﾙﾉk)|"(の)|sin{①(の)）

（34）

鰯-(q)=αksi血&)|"(の)|ＣＯＳ{｡(の)）
幕‐(buk)=α&Sm(のＪ１"(の)lsin{｡(の)｝

（35）

式(31)にフーリエ逆変換を適用し，応答関数が式

(29)を満たすと，応答波形s'(/）は式(36)で表せる．

,腓`J"(剛'(壱)ず…J’
川'"Mj'(豈脂…’

＝|｝Ｍ)Mcos{〃+①(叩｝（36）

以上のことから,恥in(の&')と｡‘COSい')のそれぞ
れの応答波形のフーリエ変換成分は，式(23)～式(27）
と式(31)～式(35)で表せることがわかる．

4.2.2応答波形のFFT成分

(1)6ﾙsin(の＃')の応答波形
ﾉﾋｰ1,2,…,/W2-lの場合，恥inW,)に対する応

答波形のFFT成分の実数成分対をC;XA)q；(ﾉV-A），虚
数成分対を“(ん)C$(/V-A)で表し，式(17)を考慮する
と，式(26)と式(27)から，式(37)が得られる．

式(37)の実数成分の間には，式(3)～式(5)の関係お

よび応答関数が満たすべき条件式(29)を考慮すると，
式(38)と式(39)が得られる．
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（Ｃｆ(k)+c＃(ﾉv-k)}ﾉﾉv=α鵬|"(の北｡s{,(の鵬)｝
（46）

式(45)は実数成分がγ’(')=αj;COS(の‘'卿）を構成
し,式(46)はその振幅α二を表している．
式(44)の虚数成分の間には，式(3)～式(5)の関係お

よび応答関数が満たすべき条件式(29)を考慮すると，

Ｃ;(ん)Ｃ;(/V-k)〈Ｏ （47）

卜C$(肱)+C’(ﾉV-A)}/ルーα偽|"(の腱)lsin{｡(の臆)｝
（48）

式(47)は虚数成分がv:(')=6甜sinしA'")を構成し
式(48)はその振幅6Aiを表している．
したがって，式(44)で表されたFFT成分は，これらの

合成波形ｖ'(/"）を構成し，式(49)で表せる．
γ'(い＝γ;(/")+γ:(い

＝αAl"(の#)|COS{9,(のk)}COS(の偽い

－αAl"(のA)|Sm{｡(のA)}smW"）

＝|"(のハルCOS{のﾙ,"Ｍ(の&)｝
（49）

式(49)はakcosしAr")が応答関数の影響を受けて，
振幅および位相の影響を受けていることを表している．

このことから，式(44)で表されたFFT成分はaAcosW"）
の応答波形のFFT成分であることがわかる．

なお,実数成分C』(/Ｗ２)と虚数成分C』(ﾉV/2)は
式(44)を考慮すると,Ｃｒ(ﾉＷ２)に関連する成分である

が,虚数成分C:(Ⅳ/2)はFFTの特徴から成分として存
在しないので，次式が成り立つ．

Ｃ:;(Ⅳ/2)=Ｃ(ﾉV/2).|"(のjw2)lcoshl(の'w2)｝（50）
この成分は，αj(,'2COS(Z,jw2'")を構成し，振幅

αA,'2(ﾉV/2)は次式で表せる

噂(/Ｗ２)＝ｑ(/V/2)/ﾉＶ（51）
(3)一般波形の応答波形

一般波形は多くの恥inいん)，αAcosW鰯)と
aIw2cosい,w内)の合成波であるので,一般波形の応答

波形は,多くのbAsin(のAr")の応答波形と多くの
akcosW"）の応答波形およびalw1cosい,w21脚)の
合成波となる．

したがって,一般波形の応答波形のFFT成分は式(37）

と式(44)で構成されていることになる．

４．２．３表現式

前項から,応答波形の標本値は次式で表現される．

γ'(い＝α･Ｉ"(の｡)｜
Ⅳノ２－１

＋Ｚ|"(のk)|恥in{`Ｍ+①(のk)｝
ルーＩ

Ⅳ/２－１

＋Ｚ|"(の腱)lakcosW,+9,(のk)｝
Ａ＝１

＋|"(の,w2)|α'w2cos{p(の｜w2)}COS(の,w2ら）
（52）

Ｃｆ(ﾉt)=-c血)|"側)|Sm{｡(のk)｝
感(ﾉt)=･(k)|"(の腱)|COS{｡(のA)｝
Ｃ::(Ⅳ-A)=一･(/V-k)|"(-のｋ)|Sm{の(-の&)｝
Ｃ;(ルハ)=C,(ﾉV-k)|"(-のﾙ)|COS{②(-の鵬)｝

（37）

Ｃｆ(ん)Ｃ$(/V-A)〉Ｏ （38）

（C＃(A)+Cj(Ⅳ-A)}/ﾉV=6A|"(の&)|Sin{･(の腱)｝
（39）

式(38)は実数成分がγ;('")=αj;COSし仏)を構成
し,式(39)はその振幅α鰯を表している．
式(37)の虚数成分の間には，式(3)～式(5)の関係お

よび応答関数が満たすべき条件式(29)を考慮すると，

式(40)と式(41)が得られる．

Ｃ$(A)Ｃ；(/V-k)〈Ｏ （40）

＋C;(１t)+C$(Ⅳ-A)}/」V=6k|"(の＃)|coS{①(のk)｝
（41）

式(40)は虚数成分がv;('")=6J;Sm(のﾙ'")を構成
し,式(41)はその振幅感を表している．
したがって，式(37)で表されたFFT成分は，これらの

合成波形vf(r")を構成し,合成波形は式(42)で表せる．

ｖｆ(い＝γ‘(/")+γ;(ぬ）

＝6kl"(のk)lsin{｡(のk)}COS(のkい
＋6A|"(のk)lcos{の(のI)}Sm(の＃い

＝|"(のA)'6ｶsin{のﾙｵ"Ｍ(の肱)｝
（42）

式(42)は6ksin(のAr"）が応答関数の影響を受けて，
振幅および位相の影響を受けていることを表している．

このことから,式(37)で表されたFFT成分は6ksinしAr"）
の応答波形のFFT成分であることがわかる．

なお,実数成分C;(Ⅳ/2)と虚数成分C;(/Ｗ２)は
式(37)を考慮すると,Ｃ’0V/2)に関連する成分である
ので，次式が成り立つ．

Ｃ;(ﾉＷ２)＝C＃(ﾉV/2)＝０ （43）

(2)αkCOS(のﾙｵ)の応答波形
ｋ=1,2,…,ﾉV/2-1の場合,α,tcosW)に対する応

答波形のFFT成分の実数成分対をC$(A)C;(/V-A),虚

数成分対をC；(k)鰯(ﾉv-k)で表し，式(18)を考慮する
と，式(34)と式(35)から，式(44)が得られる．

Ｃｆ(A)=Ｑ(A)|"(の＃)|COS{の(のA)｝
感(ﾉﾋ)=Q(A)|"(のk)|sin{①(のI)｝
Ｃ＃(ﾉV-A)=C,(/V-k)|"(-のA)|ＣＯＳ{｡(-のk)｝
Ｃ＃(ﾉV-k)＝Cr(Ⅳ-A)|"(-の脆)|Sm{･(-のk)｝

（44）

式(44)の実数成分の間には，式(3)～式(5)の関係お

よび応答関数が満たすべき条件式(29)を考慮すると，

Ｃｊ(A)Ｃ;(ﾉV-A)〉０ （45）
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４．２．３両領域における表現式の比較

式(22)と式(52)は,同一のFFT成分を用いて得られた

式であるが，式(22)と式(52)のそれぞれの第四項が異

なっている．この原因は，FFTでは，Ｎ/2番目の虚数成

分が存在しないために,周波数領域における処理過程

で，この成分が関与して導出される実数成分が消失し

てしまい，この領域における表現式が式(22)と異なる

式となるがである．

一般的に’FFTで扱う最大角周波数のＭ２のFFT成分
は他の角周波数のFFT成分に比べて,無視し得る程度の

小さな値であるので，実質的には，両者は同一の結果

を提供するといえる．

この差が気になるような場合には,計測時に,予め，

最大角周波数のＭ２のFFT成分が混入しないように波
形をフィルタ処理しておけば，両者の結果は一致する

ことになるので，適用対象によって，どちらの領域の

処理を適用するかを判断すればよい．

５．むすび

FFT成分のうち，最大角周波数のＭ２のFFT成分は，

時間領域における応答処理過程で，影響を受けること

なく，応答波形の構成成分として生き残るが，一方，

周波数領域における応答処理過程で，虚数成分が消失

し，不完全な構成成分が生成されている．通常，最大

角周波数のＭ２のFFT成分が他のFFT成分よりも，無視

し得るほど小さいので，両領域で得られる応答波形の

それぞれの表現式，｜ま実質的に一致すると言える．
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ＦＦＴｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓａｒｅｍｏｓｔｏｆｔｅｎｕｓｅｄｆbrcalculatingpowerspectra・However，ｔｈｅｒｅｉｓｎｏ

simplemethodofcalculatingoutputwavefbrmsofsystemusingFFTcomponents．

lnthispaper,twodiffbrentexpressionsofsuchwavefbrmsarederived,ｏｎｅｉｓｄｅｒｉｖｅｄｉｎｔｈｅ

timedomainandtheotherisderivedinthefrequencydomain．

TheFFTcomponentcorrespondingtothemaximumfrequencyisusedtoexpresswavefbrmin

thetimedomain，ｗｈｅｒｅａｓｓｕｃｈａｃｏｍｐｏｎｅｎｔｉｓｕｓｅｄｔｏｅxpressdiffbrentlywavefbrminthe

frequencydomain．

However,anyquantitativedifferencesbetweenthetwoexpressionscanbeignored．

Keyｗｏｒｄ：FFTcomponents；Outputwavefbrm；Ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎ；Frequencydomain


