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1.まえがき

高速フーリエ変換(FFT)は,波形を構成する周波数成

分を分析する手法(1)‐(3)として，計測分野や情報通信分

野でよく用いられている．しかし，FFTを波形の標本値

列に適用されて得られるFFT成分は,パワースペクトル

の計算に利用されることが大半であるために，たとえ

ば,微分波形や積分波形を計算する場合のFFT成分の取

り扱い方が不明確である．

FFT成分の特徴を考慮すると,波形の表現式が得られ

ることが報告(4)されている．そこで，これの結果を利

用して，本論文では，時間領域および周波数領域にお

いて，波形に対する微分波形や積分波形のそれぞれの

表現式を求め,両領域における表現式を比較している．

本論文の要点は以下の通りである．

①微分波形の表現式

時間領域においては，もとの表現式を時間微分する

ことによって,微分波形の表現式が，直接,得られる．

周波数領域においては,もとの波形に関するFFT成分

とフーリエ変換成分の対応関係を利用することによっ

て，もとの波形に対する微分波形のフーリエ変換成分

から，微分波形のFFT成分が得られる．このFFT成分を

用いると，もとの波形に対する微分波形の表現式が得

られる．

②積分波形の表現式

時間領域においては，もとの表現式を時間積分する

ことによって,積分波形の表現式が，直接,得られる．

周波数領域においては,もとの波形に関するFFT成分

とフーリエ変換成分の対応関係を利用することによっ

て，もとの波形に対する積分波形のフーリエ変換成分

から,積分波形のFFT成分が得られる．このFFT成分を用

いて，もとの波形に対する積分波形の表現式が得られ

る．

③時間領域および周波数領域における微分波形のそ

れぞれの表現式は，FFT成分間の大きさを考慮すると，

実質的に一致し，また，積分波形の表現式についても

同様のことがいえる．

論文内容をわかりやすくするために，まず,FFT成分

の特徴を考慮すると，波形の表現式が得られる(4)こと

を紹介しておく．

2.FFT成分を用いた一般波形の表現式(4)

波形が時間Ｔ内でk回振動する場合，その周波数八

と角周波数の,tはそれぞれ次式で定義される．

／ﾙｰﾙ/７，のルー2汀･ﾉル（１）

時間T内の波形vいを標本化時間間隔△'で標本

化し,Ⅳ個の標本値レル),〃＝0,1,…,/v-1を生成す
る．なお，次式が成り立つ．

/〃＝〃･△／，ＡノーＴ／Ⅳ （２）

ﾉV個の標本値vL）にFFTを適用すると,FFT成分と

して虚数成分･(ｈ）と実数成分c化)が得られる．
なお，ルー0,1,…,/ｖ－１である．

ｃ化)として,Ｑ(ん)とＱ(Ⅳ－k）で表される虚数成分
対がある．

ｃ“)として,c化)とc,(Ⅳ-A)で表せる実数成分対，
C,(Ⅳ/2)およびC,(0)で表せる実数成分がある．
なお，ルー1,…,Ⅳ/２－１である．

虚数成分対q(ﾉﾋ)とＱ(Ⅳ-k）は6ksin(のﾙﾉ)のFFT成
分であり，図l(a)に示すような関係にあり，次式が成

り立つ．

｜Ci(ん)|=|C,(Ⅳ-k)|，Ｃ,(ん)Ｃｉ(ﾉV-A)<０（３）
ＣＫＮ－ｋ）Ｃ『(ｋ）Ｃ『(N-k）

↑

Ci(ｈ） Ｃｌ(M,’’
0Ｎ/２Ｎ－ｌ
ｈ→

1

CKk）

(a） (b）

図１．FFT成分

逆に，この関係が成り立つ場合，この成分で構成さ

れる波形は6ksinし腱!)であり,その振幅6Aは次式から
得られる．

６k＝{_Ｃ(ん)+Cj(/V-k))//Ｖ （４）

実数成分対･(１０とC(Ⅳ-A)はいosW)のFFT成
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s艸吻(-当)ﾙｰ"洲`ルサ)巾仙）
＝j6ks＄しルノ6ks仰k）

分であり，図l(b)に示すような関係にあり，次式が成

り立つ．

Ｃ,(ん)Ｃ,(/V-k)>０，｜ｑ(ﾉt)|=|ｑ(/V-A)’（５）

逆に，この関係が成り立つ場合，この成分で構成さ

れる波形はakcos仏!)であり，その振幅ｑｋは次式か
ら得られる．

αルーに血)+Ｑ(/v-k)}//ｖ （６）

実数のFFT成分C,(/Ｗ２）は,図2(a)のように分布し，
最大角周波数の１W，のaIw2cos(のjw21）のFFT成分で
ある．

(12）

Ｍ薑｡ﾙﾖﾙｰ`ｗ(告)`(…）
＝qisth(の#)+α,isｎ(の#）

（13）

これらの成分は,図３に示すような関係にある.また，

s&しk)とsixのA)は共に正の周波数成分であり，
sルム）とｓルル）はそれぞれ負の周波数成分で
ある．なお,これらの成分間では，次式が成り立つ．

s＄(の腱)ｓＭ`)<0,|ｓｈ(のIJl='３mい)’（'4）
S＄(の朧)･卿)がOlSn(のk)|=|Sm(の雌)｜（15）

CKO）ＣＫＮ/2）

塁ｉ”

T
Cr(ｈ

↑

CＫｈ

Ｎ－ｌ Ｏ Ｎ/２
ｈ→

（b）

図２c,(１Ｖ/z）とｃ,(o）

Ｎ－１

bkS51 akSor akS6r

s)"）’'’
一②ｋＯ⑩→＋Cuk

↑
si(⑩）逆に，このFFT成分で構成される波形は,αjw2x

cosい,w２１)であり，その振幅αﾉｗ１は次式から得られ
る．

αﾉw2＝Ｃ,(ﾉV/2)/Ⅳ（７）

実数のFFT成分C,(0）は,図2(b)のように分布し,直
流のFFT成分である．

逆に，このFFT成分で構成される波形は，直流αoで

あり，その振幅αｏは次式で表せる．

αo＝ｑ(0)/ﾊﾉ（８）
なお，次式が成り立つ．

Ｃ(Ⅳ/2)=0,Ｃ,(O)=０（９）
以上のことから,FFT成分C〃）とＣ(ｈ)が既知であ
ると，これらの成分で構成される一般波形は，次式で

表現されることがわかる．

Ⅳ/２－１ Ｎ/Ｚ－ｌ

ｖ,('")=α･＋Z6ksm(`Ukい十二α伽COS(Ⅳ卿）
Ａ＝1 Ａ＝Ｉ

（１０）

＋a1w2COS(のﾉw2/"）

式(10)は次式の標本値と考えることができる．

Ⅳ／２－１ Ⅳ／２－１

M(')=α･＋Z6ksin(のAr)＋Zakcos(のk'）
Ａ＝１ Ａ＝ｌ

（11）
＋αﾉW2COS(のjW2/）

ｂｋＳｈ

(a）（b）

図３．フーリエ変換成分

なお,直流α・のフーリエ変換をｓい）とすると，
これらの成分は，図4に示すように分布し，次式で表せ

る．

ｓ(の｡)＝α･so池｡)＝α･ルーの｡）の｡＝０（'6）

aoSor

↑
ＳＦ(⑩）

Ｏ
②－＞

図４直流のフーリエ変換成分

図１と図３から明らかなように,式(14),式(15)と式

(3),式(5)の関係から，次式が成り立つ．

ムルSh(の`)←Ｑ(ん)，ｂｋＳｎ(の&)←Ｃ(/V-k）（１７）
α川(の鵬)←C“),α川(のk)←C,(Ⅳ-A)(18）
これらの関係から,Ｑ(ん）とＱ(k）は共に正の周

波数成分に,c,(ﾉv-k）とｃ,(/v-A）は共に負の周波
数成分に対応することがわかる．

図２(b)と図４から明らかなように，式(8)と式(16）

から，次式が成り立つ．

αOSor(の｡)一・(O）（19）

3．FFT成分とフーリエ変換成分の関係

恥､(のA1)とakcos(のA1)のそれぞれのフーリエ変換
成分をs池&）とs池&）とすると,次式が成り立つ．
なおルー1,2,…であり,叩)はﾃﾞﾙﾀ関数であ
る．
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（C'(ん)+CP(Ⅳ-A)}/Ⅳ=(+の臘咋α’（28）
このことから,Ｃｌ(ん)とCl(ﾉV-A)は6＃sinW")に
対する微分波形の実数のFFT成分であり，これらは

α'COS⑫A'")を構成し，その振幅α’は式(28)から得
られる．

αkcos(Ziﾉﾙﾉ"）に対する微分波形のFFT成分をC'(k）
とcP(Ⅳ-ｋ）で表す．
式(25)と式(18)を考慮すると，次式が成り立つ．

ｃ'(A)＝ＧのＪｃ,(ﾉﾋ）
ＣＰ(ﾉv-A)＝(-α)&)Ｃ(/v-k）

（29）

式(29)の成分の間には，式(5)と式(6)の関係を利用

すると，

ＣＰ(A)Ｃ'(Ⅳ－k)〈ｏ （30）

(ミニ;芒隅馴}吃剛妄弟.`(AiH）
に対する微分波形の虚数のFFT成分であり，これらは

61sinし内）を構成し,その振幅球は式(3,)から得
られる．

最大角周波数のＭ２のa1w2cos(のｌｗ２ｊ)に対する微
分波形のFFT成分をα(A//2)とCP(/V/2）とする．
最大角周波数のＭ２のFFTの虚数成分は，FFTの特性

から，必ず，零であるので，次式が成り立つ

ＣバノV/2)＝0（32）
式(26)と式(29)から，微分操作により，もとの波形

の実数のFFT成分は微分波形の虚数のFFT成分に，もと

の波形の虚数のFFT成分は微分波形の実数のFFT成分に，

変換されることを考慮すると，次式が成り立つ

Ｃ'(Ⅳ/2)＝0（33）

以上のことから,最大角周波数のⅣ/２のFFT成分と直
流成分のFFT成分はともに存在しないので,微分波形の

標本値は次式で表現される．

４－般波形に対する微分波形の表現式

４１時間領域における微分処理

式('1)を時間微分すると，波形v上)に対する微分
波形ＶＰ('）は次式で表現される．

Ⅳ／２－１

，ルーγ炸他)四･･s(ＭＡ＝1

Ｎ/２－１

＋(-`i)A)Ｚ`JAsin(のﾙｵ）（20）
Ａ＝ｌ

＋(-CZ)lwz)αﾉw2Sin(のjw2r）

この微分波形の標本値vjPC")は次式で表現される
Ⅳ/Ｚ－ｌ

ｖＰ('")=(+の伽)nkcos(のkい
Ａ＝ｌ

（21）
Ⅳ/２－１

＋(-のk)ZaAsm(のklm）
ｋ＝ｌ

＋(-の１W2)α｣w2sm(のﾉw2！"）

4.2周波数領域における微分処理

4.2.1微分波形のフーリエ変換成分

恥inＷ）とα&COS(のA'）に対するそれぞれの微分波

形のフーリエ変換成分をsルル）とsl(の#）とすると，
次式が成り立つ．

８?(の)=6ﾙ(-の&)８$(のA)+6k(+の鵬)８，(のA）

＝6As&+(のA)+bAs&-(の#）
（22）

＝８１+(のⅢ)＋sP-(の`）

ｓ叩)=ｊａｋ(+のk)s由(のＩ｢)+jaA(-のk)sふい）

＝jaks8十(のk)+jaksg-(のk）
（23）

＝沼P+(のk)+jsiP-(のk）

なお，式(22)と式(23)において，次式の関係が成り

立つ．

ｓｌ.(の`)=bIWs8.(の卜6k(-`i）た)s筋(の鵬）

sl-(の‘)=6`s６－(の`)=6k(+の鵬)Sm(の鵬）
（24）

yい)=α臘珊十Ｗ=α&(Ｍｋ)s＄(の腱）

sP-((z),)=αksi７－仏)=αkMk)Sm(の雌）
（25）

4.2.2微分波形のFFT成分

ルー1,2,…,Ⅳ/2-1の場合,恥in(ＣＭ）に対する微

分波形のFFT成分をC'(ん)とC'(/V-k）で表す．
式(24)と式(17)を考慮すると，次式が成り立つ．

Ｃｌ(k)=(-のｊＣ,(A）
ｃＰ(Ⅳ-k)＝(+のA)･ロ(Ⅳ-k）

（26）

式(26)の成分の問には，式(3)と式(4)の関係を利用

すると，

Ｃ'(A)CjP(/V-A)〉０ （27）

Ⅳ／２－１

釜１Ｗルヱ｡'｡.s(｡〃z6ﾊ､(`ｗ
ノＷ２－ｌ

Ａ＝1 Ａ＝ｌ
（34）

４．２．３両領域における表現式の比較

式(21)と式(34)は,同一のFFT成分を用いて得られた

式であるが，式(21)の第三項は式(34)では，消失して
いる．

￣般的に,最大角周波数のＭ２のFFT成分は他の角周
波数のFFT成分に比べて,無視し得る程度の小さな値で

あるので，実質的には，両者は同一の結果を提供する

といえる．

この差が気になるような場合には,計測時に,予め，

最大角周波数のＭ２のFFT成分が混入しないように波
形をフィルタ処理しておけば，両者の結果は一致する

ことになるので，適用対象によって，どちらの領域の

処理を適用するかを判断すればよい
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5．一般波形に対する積分波形の表現式

５１時間領域における積分処理

式('')を時間積分すると，波形v,O）の積分波形

v/(')は次式で表現される
Ⅳ／２－１

ﾚﾉ(')=1Ｗ腓＠.'十(-1/のk)Ｚ卯｡s(のk,）
Ａ＝ｌ

Ⅳ／２－１

（35）
＋(+l/の＃)ZaAsin(のｋＯ

Ａ＝］

＋(+1/のﾉw2)α'w2sin(のjw2r）

この積分波形の標本値γﾉいは次式で表現される．
Ⅳ／２－１

，ﾉ('")＝αor"+(-1/のA)Z6kcos(のA,"）
Ａ＝１

Ⅳ／２－１ （36）

＋(+1/の,JZaAsm(の内）
Ａ＝ｌ

＋(+1/のlw2)αlw2sm(のⅣ/2/"）

餓跳さ}Ｔ１ｌ昨(-,Ｍ‐｡,㈹
（42）

このことから,Cﾉ(k）とα(ﾉV-k)は6ksin(の曲）
に対する積分波形の実数のFFT成分である．

これらはalcos(の内）を構成し，その振幅αＩは
式(43)から得られる．

αkcos(のk'")に対する積分波形のFFT成分をC/(ん)と
c/(ﾉv-A)で表す．
式(40)と式(18)を考慮すると，次式が成り立つ．

ｃ/(A)＝（'/の&)ｑ(A）
α(Ⅳ－A)＝(+'/`t)A)Ｑ(Ⅳ-k）

（44）

式(44)の成分の間には，式(5)と式(6)の関係を利用

すると，次式が成り立つ．

Ｃ/(A)Ｃ/(ﾉV-k)〈Ｏ （45）

＋C/(A)+C/(ﾉV-k)}/Ⅳ=(+,/の伽)αﾙｰ“（46）
このことから,C/(k)とＣ/(/V-k)はαACOS(の&ん）

に対する積分波形の虚数のFFT成分であり，これらは

61sin(の#',,）を構成し,その振幅昆は式(46)から得
られる．

最大角周波数のＭ２のalw2cos(の,w2j)に対する積
分波形のFFT成分をα(/V/2）とα(ﾉV/2）とする．
最大角周波数のﾉw2のFFTの虚数成分は，FFTの特性

から，必ず，零であるので，次式が成り立つ．

Ｃ/ＵＶ/2)＝０（47）
式(41)と式(44)から，積分操作により，もとの波形

の実数のFFT成分は積分波形の虚数のFFT成分に，もと

の波形の虚数のFFT成分は積分波形の実数のFFT成分に，

変換されるを考慮すると，次式が成り立つ．

α(ﾉV/2)＝０（48）
以上のことから,最大角周波数のＭ２のFFT成分は存

在しないので,直流成分を含まない積分波形γ/いの標
本値v/O"）は次式で表現される．

Ⅳ／２－１ Ⅳ／２－］

ﾚﾉけＺ`{Ｃｏｗ")+Zblsin(`ｗ
ルーｌ ルーｌ

（49）

したがって,直流成分を含ふ積分波形γﾉいの標本

値vﾉ仰は次式で表現される．

ﾚﾉ(い＝α･'､＋Ｚａｌｃｏｓ(のA'､)＋Z6lsin(の＃い
Ａ＝１

（50）

5.2周波数領域における積分処理

５２．１積分波形のフーリエ変換成分

bAsin(のA'）とαACOS(のﾙ'）に対するそれぞれの積分
波形のフーリエ変換成分を８J(のm）とsルル）とする
と，次式が成り立つ．

Sm化)=6&(+'/の臘)sn(の&)+6k(-'/の＃)８，(の&）

＝6ks"(のk)+bAslF(の&）

＝Sﾉ+(のA)+sﾉｰ(の#）

（37）

ｓ/(の)=ｊａｋ(-1/のk)８＄(のk)+αk(+'/の鵬)s品(のI(）

＝ｊａｋｓｌﾀﾞ(のk)+ｊａｋｓｌ７(のk）

＝ｉｓ/+(のk)+ｉｓﾉｰ(のk）

（38）

なお，式(37)と式(38)において，次式の関係が成り

立つ．

ｓﾉい)=6ks;》((i),)=6k(+1/`i)k)ｓｈ(の&）

ｓﾉｰい&)=々SIF仏)=6k(-1/`i)k)si血)A:）
（39）

Ｓ/÷し)=αksI「(のk)=α&(-1/`ｚｈ)s$(のA）
ｓﾉｰい)=αkslr仏)=｡`(+'/の鵬)sixのk） （40）

5.2.2積分波形のFFT成分

ノヒー1,2,…,/V/２－１の場合,恥in(`Ｍ）に対する

積分波形のFFT成分をα(ん)とα(ﾉV-k)で表す．
式(39)と式(17)を考慮すると，次式が成り立つ．

ｃﾉ(A)=(+'/のk)ｃ血）
α(Ⅳ-k)＝Ｇ１/のk)ｃ,(ﾉv-k）

（41）

式(41)の成分の間には，式(3)と式(4)の関係を利用

すると，次式が成り立つ．

5.2.3両領域における表現式の比較

式(36)と式(50)は,同一のFFT成分を用いて得られた

式であるが，式(36)の第四項は式(50)では，消失して

いる．

￣般的に，最大角周波数のＭ２のFFT成分は他の角周

波数のFFT成分に比べて,無視し得る程度の小さな値で
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あるので，実質的には，両者は同一の結果を提供する

といえる．

この差が気になるような場合には，微分処理の場合

と同様に，計測時に’予め’最大角周波数のⅣ/2のFFT

成分が混入しないように波形をフィルタ処理をしてお

けば，両者の結果は￣致することになるので，適用対

象によって，どちらの領域の処理を適用するかを判断

すればよい．

６．むすび

FFT成分のうち，最大角周波数のＭ２のFFT成分は，

時間領域における微分・積分操作過程で，影響を受け

ることなく，微分波形・積分波形の構成成分として生

き残るが，一方，周波数領域における微分・積分操作

過程で，消失し，微分波形・積分波形の構成成分とは

成り得ない通常，最大角周波数のＭ２のFFT成分が

他のFFT成分よりも，無視し得るほど小さいので，両領

域で得られる微分波形･積分波形のそれぞれの表現式，

は実質的に一致すると言える．
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ＦＦＴｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓａｒｅｍｏｓｔｏｆｔｅｎｕｓｅｄｆbrcalculatingpowerspectra・However，ｔｈｅｒｅｉｓｎｏ

simplemethodofcalculatingdiffbrentialorintegralwavefbrmsusinｇＦＦＴｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ．

lnthispaper,twodiffbrentexpressionsofsuchwavefbrmsarederived,ｏｎｅｉｓｄｅｒｉｖｅｄｉｎｔｈｅ

timedomainandtheotherisderivedinthefrequencydomain．

TheFFTcomponentcorrespondingtothemaximumfrequencyisusedtoexpresswavefbrmin

thetimedomain，ｗｈｅｒｅａｓｓｕｃｈａｃｏｍｐｏｎｅｎｔｉｓｕｓｅｄｔｏｅxpressdifferentlywavefbrminthe

frequencydomainHowever，itwasfbundthatanyquantitativedifferencesbetweenthetwo

expressionscanbeignored．
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