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この論文において我々はKerr-Newmantype解と呼んでいるＰＧＴの厳密解のひとつを用いて時空構造の解析を行っ
た。Einstein-Maxwell理論から導かれたKerr-Newman解が質量と電荷をもって定常回転している物体による時空を
与えるのに対して、我々の扱う解は質量とＰＣＴゲージチヤージと呼ぶ量を持ち、定常回転している重力物体による時空を
与える。これら２種類の時空構造の違いを明確にすることがこの論文の主たる目的である。今回は、重力物体の回転軸に対
して垂直な赤道面でのテスト粒子（または光子）の運動に絞って解析を行う。

で導いた運動方程式を基に、可能な軌道の中から２，
３の特殊なケースに制限してその軌道を調べる。最後
の節はまとめと議論に当てる。

ｌｌｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

ポアンカレ・ゲージ理論（ＰＧＴ）は、１９５６年

に内山[l]によりローレンツ変換のゲージ化という手
続きによって、アインシュタインの重力理論に等価な

理論が得られることが示されたことに始まる。内山の

アイディアは、その後すぐ（１９６１年）に、TWB

Kibble[2]によりローレンツ変換十並進変換（ポアン
カレ変換）のゲージ化という形で一般化された。その

後更に、Kibbleの理論は林[3]により８個のパラメー
ターを伴うより一般化された形へと整備された。その

後ＰＧＴは様々な人々によって、様々な立場からロー

レンツゲージ場の振る舞いや厳密解、その重力的な側

面について、更にはそのスーパー化の可能`性などにつ

いての研究が成されて来ている。

この論文では、この論文の著者の一人である中力

[4]によって提案された複素Einstein-Yang-Mills理論
として解釈できるＰＧＴのモデルを取り上げ、このモ

デルにおいて予測されているＰＧＴの厳密解の１つで

あるKerr-Newmantypeの解（以後、ＫＮ的解と略

記）［5]が与える時空についてその構造の解析を行う。
ＫＮ的解の与える時空は、この解において予測されて

いるＰＧＴゲージチャージと呼ぶある保存量の取る値

によって、通常のEinstein-Maxwell理論の厳密解で
あるKerr-Newman解の与える時空と類似したものと

そうでないものとに分類される。この論文の目的は、
これらの時空の相違を考慮に入れつつＫＮ的解の与え
る時空の構造を調べる事にある。

次節では、先ずＫＮ的解より出発して、この解が

与える時空内を運動するテスト粒子（光子を含む）の
運動方程式を導出する。第３節では、この時空が持ち

得るHorizonについて考察する。第４節では、第２節

２Ｔｌｌｅｅｑｕａｔｉｏｎｏｆｍｏｔｉｏｎ

複素Einstein-Yang-Mills方程式のアーベリアンリ
ダクションによって、複素Einstein-Maxwell方程式
が導出される。この複素Einstein-Maxwell方程式の

厳密解の一つとして、通常の手続きと類似な手続きに
よってＫＮ的解が得られる。この解の時空部分は次の
線素によって与えられる。

二(#"m柵･)し二"-柵ｄｓ２＝

‐圭圖ｍｗ+(Ｍ－ｍｔ)， （１）

ここで

β２＝７２＋ａ２ＣＯＳ２０ （２）

△＝ｒ２－２Ｍｒ＋α2＋Eq：（３）

である。Ｍ,α及びq；は各々、重力物体の質量、回転
のパラメータ、およびＰＧＴゲージチヤージである。ま
た、Ｅは士何れかの符号である。特に、＋の時この時

空は通常のKerr-Newman時空と類似な構造を持つこ
とは明らかである。従って、我々にとって関心がある

のは、Ｅが－の場合であるが、可能な限りどちらかに

制限しないでこのままの形で議論を進め両者の相違を
明確にしたい。

この解の与える時空は明らかに軸対称で、その軸

の周りを定常回転しているＰＧＴゲージチャージと呼
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０１＊の値が１＜Ｅｅｅ２を満たすときγ士は虚数となり、こ
の時空には特異点は存在しないことがわかる。一方、

ぶ保存量を持った重力物体が作り出す時空である。こ

の時空の全体的な構造を把握する事は中々困難である。

そのためこの論文では、この時空の対称軸（回転軸）

に垂直な赤道面での構造を調べることにした。そのた

めにこの平面内に入射した、テスト粒子または光子の

運動について調べることは有効であると考えられる。

赤道面内でのテスト粒子、または光子の運動を記

述する運動方程式は、一般的な手続きに従い線素(1)
より得られるラグランジュアン

エ＝宝(△-゜'１ハ芸(け，+･'１－△)仇
十士(･'△-(Ｍ)6-莞 （４）

を用いて変分原理から導く事ができる。その結果は次

の通りである。

１＞Eee2＞０，すなわち０＜α2＋邸２＜１（９）

であるときγ士共に存在する。また、

Ｅｅｅ２＜０，すなわちｑ２＋E9*２＜０ （１０）

のとき、γ＋のみが存在することがわかる。

４Ｔｈｅｏｒｂｉｔｏｆｔｅｓｔ－ｐａｒｔｉｃｌｅｏｒｐｈｏｔｏ、

この節では、第２節で求めた運動方程式(5)～(7)
を用いてテスト粒子（または光子）の運動を考える。

一般に粒子の運動の軌道は、初期条件によって保存定

数を決めることで決定されるが、この節では、どのよ

うにして軌道のパラメータ（ここではＥとＬ）が決定

されるかについて考察する。まずＩ慣例に従いγの逆数

をｕと置き、(5)を書き直す。Ｅ
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+J1Eee2}u2＋26,ｕ＋Ｅ２－６，（11）

(6)

の

ここで、ｚ＝Ｌ－ａＥと置いた。また(11)の右辺を
/(u)とおくと、このとき、左辺は正の量であるため
バリ)も正となるｕの領域でのみ運動は許されること
になる。従って、ｕについての４次方程式/(u)＝０の
解の持ち方によってさまざまな可能な軌道に分類でき

ることがわかる。実解または虚解だけしかもたない場

合や、実解と虚解の両方を同時にもつ場合などいくつ
かの可能性が考えられるが、この論文では、これらの

中でも特徴的な、２つの実解と１つの重解をもつ場合

で、図１に示した場合について絞って考察を進めるこ

とにする'。

先ずノ(u)を

(7)

ここで文字の上のドットはテスト粒子に対しては固有

時間についての、光子に対しては何か適当なアフイン

パラメータγについての微分を表している。Ｅ,Ｌはそ
れぞれテスト粒子のエネルギーと角運動量に対応する

保存定数である。６，はテスト粒子が静止質量を持つ場
合には１、持たない（光子）場合にはoを表す。また

各々の式において、ｒ,t,の,α,q:はＭ＝１となるよう
にスケーリングしていることに注意する必要がある。

３Horizon
巾)＝＿E9:ｚ２(u-u,)(u-uα)2(u-u4）（１２）

この節では、ＫＮ的解の時空が有するHorizonに

ついて考える。ここで扱う時空はKerr-Newman解が

有するHorizonとは少し異なり、ＰＧＴゲージチャー

ジの値によってはHorizonが１つしか存在しない場合

がある。この時空の座標特異性は、メトリック(1)が
発散する点、つまり(3)式で定義された△がゼロとな
る点として現れる。従って、そのときの半径は

ｒ士＝'±ＶI~=~ニア （８）

と書く事ができる。ここでα2＋Eq:＝Eee2と置いた。
この式より回転パラメータαとＰＧＴゲージチャージ

とおき、０＜ｕαで重解を持ち、ｕ’とｕ４とは実解で、

u，＜ｕα＜ｕ４を満たすと仮定する。このとき、関数

（u)はＥ＝＋'の場合、図’のようなグラフになる。
従って、上に述べた理由により運動が可能なのは巾）
が正となるｕ，＜ｕα＜ｕ４の領域に限られる。そのた
め、テスト粒子（または光子）の取り得る軌道は、も

しｕ，が正ならばｕ，三ｕα≦ｕ４の問で束縛軌道とな
り、またｕ,が負ならＯ＜ｕα＜ｕ４の問で重力物体へ
の落下を許す相対論的軌道を持ち得ることになる｡ま

た重解を持つ点ｕαでは不安定円軌道を取ることがわ

かる。

'その他の場合の軌道の振る舞いはこの場合の結果から容易に推測できる。
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ノーα､/1-=E5ii7J5r（20）

（18)の最初の士において、もし⑰＞ＯならＬ＞Ｅ
となるため不自然である。このためｚ＜０を採用する

ことにする。このときパラメータＥ,Ｌは

Ⅱ‐Ｅ('-2叱十印瀦MiMl’
Ⅲ一馬仙肝D：

±α(２－EqHuaMJ言｝（22）

と求まる。これが今考えているテスト粒子の運動を可

能にするためのパラメータ条件であるが、ここで、次
の点に注意が必要である。つまり、この式の導出にお
いて、暗黙の内に６，＝ｌなる場合を想定したことで

ある。この式によると光子つまりＪ１＝０の場合には、
ＥとＬは共に０でなければならないことになってし

まうが、一方、（16)に戻りＪ１＝０を代入して再び計
算を行うとＺの４次方程式は

ｕ:z4{-(1-3叱十2Eq:u:)２

＋4α2(１－e鐘uα皿:}＝０（23）

となり、ｚ＝０の場合と、＿(l-3uα＋2Eq:秘:)2＋
4α2(l-E9:uαルョー０の場合のときに成り立つことが
分かる。この内、ｚ＝０の場合にはＥ＝０，Ｌ＝０と

なり、｡＝０，ｔ＝０、ナーｏとなるためこれは不適で

あるが、もう一方の場合は、Ｅ士＝０と先程の計算過

程から生じるＢ２＝u3m2(l-E鐘迦α)を同時に満たせ
ば軌道は存在し得ることが分かる。
上に求めた様々な条件を満たすようにパラメータ

ＥとＬを選ぶことによって、求めるテスト粒子や光子

の軌道を描くことができる。

図２は、Ｅ＝－１のときの（u)のグラフである。

図１：Ｅ＝１

また一方、Ｅ＝－１の場合、図１の上下を反転した

グラフになる。このときの軌道は、殆どが非束縛軌道

となり重解を持つ点でのみ安定な円軌道をとり得るこ
とがわかる。

次に､/(u)が上式で与えられる形を持つことを許す
パラメータ(Ｅ,Ｌ)の値について考える。先ず､/(u)は
uαで極小値（E＝＋１の場合）または極大値（E＝－１
の場合）をとるために次の条件
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(13）

(14）

および、

/"(uα)＞０または/"(uα)＜０（15）

を満すことが要求される。この最初の２式よりＥを

消去してｚ２に関して次の２次方程式

{4α2(１－E⑫α池3-(1-3uα＋2E9:u:)2}u:ｚ４

＋26,{(l-Eee2uα)(1-3秘α＋2E9Hu:）

＋2α2(ｌ－ｕａ池α}M2-Jf(l-Eee2uα)2＝０(16）

を作ることができる。ここで、ｍは実数でなければな

らないので、この式の判別式から先ず、

l-Eq:uα三0 (17）

なる条件が得られる｡これはパラメータＥ,Ｌを決め
るための一つの必要な条件である｡

次にこのｚ２に関する２次方程式を解いて

－圧M三±:’ 図２：－－１のときのノ(u)のグラフ(18）

を得る。ここで士の符号は複合同順ではないこと、ま

たＨとＩは次式の様に定義した量であることに注意。
塗りつぶされた領域がテスト粒子の軌道の取り得る
領域となる。テスト粒子の初期条件としてＥ＝0.9、
Ｌ＝２．７となるように選び、初期位置をｕ＝０．５１より

飛ばすと図３のような軌道をとることがわかった。且＝(l-3uα＋2eq:u:)士2ｌＷ言（19）
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粒子（光子を含む）に許された典型的な軌道の可能性

を調べ、この軌道を可能にする初期条件を粒子の保存

量、エネルギーＥと角運動量Ｌの満たす条件として

求めた。また、Ｅ,Ｌの値をこれらの条件を満たす範囲
で、Kerr-Newman解との比較において予想される適

当な値に選んで具体的な軌道を求めた。この時空の持

つHorizonと合わせてその様子を図３に示している。

今回は赤道面に制限した軌道を調べたが、この時

空の全体像を知るためには、より一般的な（赤道面以

外での）軌道についての考察が必要であることはもち

ろんであるが、また、ＰＧＴゲージチヤージの'性質を

調べる意味からも、このチャージを有するデイラック

粒子がこの時空に入り込んだときの振る舞いを調べる

ことなどが今後の課題として残る。図３：α＝０．８，Ｅ＝－１，ｑ*＝０．３

図３は、(7)、（11)を用いて微分方程式つくり、そ
れを４次のRunge-Kutta法で計算し、ｒをプロットし
た図である。このとき、２つのHorizonはｒ＋＝１．７，
７＿＝０．３の位置にあり、図２からもわかるように重解

を持つ点以外では非束縛軌道であるため、テスト粒子

が中心に向かって落ちて行く事がわかる。
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この論文において我々は、ＰＧＴの厳密解の一つで

あるKerr-Newmantypeの解を取り上げ、それが与え
る時空の構造の解析を行う目的で、この時空を生み出

す回転重力物体の回転軸に垂直な赤道面内でのテスト
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ｅｑｕａｔｉｏｎｓｏｆｍｏｔｉｏｎｔｏｏｂｔａｉｎｔｈｅｔｙｐｉｃａｌｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｐａｒｔｉｃｌｅ、However，ｍｏｒｅｇｅｎｅｒａｌｃｏｎｓｉｄｅｒａｔｉｏｎｓ
ｗｉｌｌｂｅｇｅｖｅｎｉｎｔｈｅｆｂｒｔｈｃｏｍｉｎｇｐａｐｅｒ．


