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１背景と主結果

よく知られているように、１０進法のもとで素数ｐ((10,p)＝1)に対して､帯は循環小数にな
る。ここで、（α’6)は整数α’６の最大公約数である。これに関連して多くの結果が知られている
が、循環の周期に関しては以下の結果が重要である：

定理Ａ（[１，正の整数”,(",10)＝１，に対して烏は循環小数となり、その周期は10e＝１
(ｍｏｄｎ)を満たす、最小の正の指数ｅである。

特に〃がある種の素数､例えばp＝23に対しては､；は最長周期p－１桁を持ち、

１＝oO434782608695652173913
p

となり、２２(＝ｐ－１)桁の周期で循環する。この時、循環部分の前半と後半を足すと、

04347826086＋95652173913＝99999999999

のように、９(＝10-1)が並ぶことになる。ここで、０，３は循環する部分の初めと終りを表す６

本報告では、この事実をさらに一般化して、ｍ進法のもとで素数ｐ(ｐ,|'、)について、その逆
数;がどのような循環小数となるか､について素体GF(p)の乗法群GF(p)+＝{1,2,…,p－１｝
との関係を踏まえて議論し以下の結果を示す：

定理１奇素数ｐと正の整数ｍに対し、ｍルーｐ－１（ｍｏｄＰ)を満たす正の整数Aが存在す
る場合､；は

l＝ＭＱ２…Ｑ２ﾙ，（ｍ進法）
ｐ

のように長さ２１６で循環する小数に展開され、ａ｡＋αｂ+d＝ｍ－１，ｊ＝１，…,ＩＤ,が成り立つ。

注意上記の定理の2Aは必ずしも；の循環の周期､とは限らない｡例えば､ｍ＝６，ｐ＝７
の場合､６３＝６（mod7)であり、実際６進法で＋＝0050505となり、Ｏ＋５＝5,5＋Ｏ＝５，
０＋５＝５が成り立つ。この場合、循環の周期は２であり、６２＝１（ｍｏｄ７)が成り立つ。また、
素数２に対しては上記のような結果は成り立たない。何故なら、ｐ－１＝１であるから。また、こ
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の定理より、脆＝p－１（modP)が確認される場合､；の計算をする場合に循環する部分の前半
のA桁を計算すれば残りのｋ桁は自動的に決定されることが分かる。

２素体０F(p）とその乗法群

この節では、定理の証明に入る前に素体の乗法群について簡単にまとめておく。

よく知られているように、素数ｐに対して、ＧＦ(p)＝{0,1,…,ｐ－１｝はｐを法とする加法と

乗法に関して体をなす６また、ＧＦ(p)＋＝ＧＦ(pハ{O｝とおくと、０F(p)＋は乗法に関して群を
なし、巡回群になることも周知の事実である：

定理Ｂ([2]）有限体Ｆには少なくとも一つの原始元αが存在し、乗法群Ｆ＋＝瓜{O}はα
を生成元とする巡回群を構成する。

奇素数ｐを考える。０F(p)＋の位数はｐ－１で偶数であるから、ｐ－１＝2eopfl…醇化因数
分解される場合、Abel群の基本定理より巡回群の直積に分解される：

GF(p)＋＝ＣＯ②Ｇ１②…②Ｇ７，

ここで､ＣＯは位数2e･の巡回群であり、Ｇｊは位数巧，ノー1,…,γの巡回群である。
生成元とすると、gog1…grはＧＦ(p)＋の生成元、すなわちＧＦ(P)の原始元である。
|±０F(p)＋の唯一の位数２の元であることも容易に分かる。

ｇｊをＧｊの

また、ｐ－１

３定理１の証明と簡単な結果

定理１の証明まず､ｍ＞ｐの場合には、ｍ＝ｍ'（modP)を考えることにより、ｍ'ん＝ｍｌｓ

(modp)であることに注意すると、定理の証明は、＜Ｐの場合に考えればよいことが分かる。

定理の条件より、ｍ化＝ｐ－１（modp)であり、（p－１)2＝１（ｍｏｄｐ)であるから、明らか

にm2k＝１（modp)となり、定理Ａの一般化より台は、進法で長さ2Aの循環小数で表され
ることが分かる。

次に、ｍルーＡｐ＋ｐ－１，と表されるとすると(P－１)ｍルーＢｐ＋１，と表されることが分か

る。この両式の両辺どうしを足しあわせるとｐｍｋ＝(Ａ＋Ｂ”＋p,となり、両辺をｐで割って

､偽－１＝Ａ+B,を得る｡Ａが告の、進法での前半のA桁,｡,…・応,であり､Ｂが後半のk桁，
αIC+,…ｑ２ｈ,であることを考えると定理の結論が証明されたことになる。また、各桁α@は、－１

以下の数であるから、Ａ＋Ｂの計算は各桁毎の足し算に等しいことも明らかである。

(証明終）

この定理から容易に以下の結果を得る。

系１ｍＥＧＦ(p)＋の位数が８の場合、ｍ２＝１（ｍｏｄＰ)が一般に成り立つので、ｍ進法で

の；の循環小数の周期は2である｡２が偶数の場合､ｍ;＝p－１（modP),が成り立ち、ｍ進
法での；の小数展開について定理の結果が成り立つ。
また、’が奇数の場合には、；＝ｐ－１（ｍｏｄＰ),となるので、定理の結果のような循環小数表

現を持つことはない。
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証明巡回群ＧＦ(p)＋の位数２の元はｐ－１のみであるから、ｍ；＝ｐ－１（ｍｏｄｐ)となり、定
理の条件が満たされる。

(証明終）

次に、前節で述べたように、ＧＦ(p)＋＝ＣＯ②Ｇ１②…②Ｇｒ,と分解される場合、Ｇ１②…②Ｇ，
の元の位数は奇数であるので、ｍがこの部分群の元である場合には、定理の結果のような循環小

数表現を持たない。

系２ｍ＝p-1の場合、ｍ進法では；＝0Ｍ(m'＝ｍ－１),となる｡また、ｍ＝p+1の
場合、ｍ進法では；＝Oiと表される。

系３ＧF(p)+でｍが偶位数22を持つ場合､；の、進法での展開の前半の2桁と後半の2桁
を入れ替えると、旱の、進法での展開が得られる.
さらに､ｍから生成される巡回部分群く、〉の元､鵬に対して､等の循環小数表現(m進

法)は､；の循環小数表現の小数部分が循環したものとなる。

証明定理１の証明で見たように、ｍ２＝ＡＰ＋ｐ－１，と表すと、Ａが、進法での展開の前半に

なる｡一方､(p-1)mz＝Ｂｐ+1,とすると、Ｂは展開の後半になるが､同時に旱の、進法
での展開の前半でもある。このことから､系の結果が得られる｡後半の結果は：の小数の計算か
ら明らかである。

(証明終）

これらの議論から明らかなように、；の、進法での小数展開を調べることにより、ＧＦ(p)+の
乗法群としての構造を決めることが出来ることが分かる。

４具体例

この節では､いくつかの奇素数ｐについて具体的に、進法での；の表現を示し、ｍの位数と
の関連を示す。

例１ｐ＝７の場合。ｐ－１＝６＝２×３であるから、ＧＦ(7)＋＝ＣＯ②０，，ＣＯ＝{1,6}，

G1＝｛1,2,4},と分解される。従って、原始根は６×２＝５（mod7L6×４三３（mod7),で
あり、

＋=Ⅲ02,2,(3進法Ⅲ+=00…(5進法)，
となる。さらに、例えば、＝３の場合、＜３＞＝{1,3,32＝2,33＝6,34＝4,35＝5｝であるか
ら、３進法では

；=oio212Q;=002,201,:=o川;=oi2Ⅲ，,:=o2o1o2i，
となり、定理と系３の結果が成り立つことが分かる。但し、便宜上、分数の分子、分母の数は１０

進法で表した。
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一方、ｍ＝２，４の場合には位数は３であるので、

＋=oOoi,(２進法ﾙﾅｰoO2i,(4進法ル
となる。また、明らかに＋＝００５，(6進法),である。さらに、ｍ〉７の場合には、例えば
、＝10＝３（mod7)の場合には３進法と同様に十＝Oi42857,(10進法),となり、定理の結果
が成り立つ。

例２ｐ＝５の場合。ｐ－１＝４＝２２であるから、ＧＦ(5)＋は位数４の巡回群となる。実際、

GF(5)＋＝{1,2,22＝4,23＝３｝であり、原始根は２と３である。ｍ＝２の場合、

：=Oo血:=o川:=o川:=oiooL
となり、定理と系３の結果が成り立つ。また、

：=oO12M3進法):=Ⅲ,(4進法）

例３ｐ＝13の場合。Ｐ－１＝12＝22×３であり、ＧＦ(13)＋＝ＣＯ②Ｇ１＝{1,5,8,12}⑭{1,3,9｝
と分解される。これより原始根は5×３＝２（modl3),５×９＝６（ｍｏｄｌ３),８×３＝１１（modl3)，
8×９＝７（modl3Lである。

１

万=COOⅢ川(２進法I志=002Ｍ肌Ｍ進法》
１

百=003…Ｍｉ,(7進法Ⅲ会-009342MⅧ(U進法)，
となる。但し、１０以上（１０進法で）の数を表すのにＡ＝10,Ｂ＝11,Ｃ＝12,等の表現を用い
ることにする。

一方、ｍ＝４，１０は位数６であり、

志-0川2a(4進法Ⅲ圭=007Ms,('0進法)，
となる。例えば４進法の場合、＜４＞＝{1,4,3,12,9,10｝であることに注意すると、

会=oⅢ32a会=CiC伽藍=oo323oi，

蓋=Ｏ脚皿蓋=023010a岩=MⅢ２，
となり、系３の結果が成り立つことが分かる。また、ｍ＝５，８は位数４であり、

志=ＣＭ,(5進法Ⅲ志=oMa(8進法L
となり、定理の結果が成り立つ。一方、ｍ＝３，９は位数３であり、

志=０M,(3進法),志=0062,(9進法)，
となり、定理の形の小数表現は持たないことが分かる。
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例４ｐ＝１７の場合。ｐ－１＝24×３であり、ｐ＝５の場合と同様に、ＧＦ(17)＋の１以外の元
の位数はすべて偶数であり、定理と系３の結果が成り立つ。原始根は、＝3,5,6,7,10,11,12,14
である。これらに対しては以下の結果を得る：

告=ⅢU2O2122UO2Oi,(3進法I会=ⅢＭ２柵,唖,(5進法)，

告=OO2M22棚Ｍ３1,(6進法),告=OO26U柵40噸(7進法)，
告=00棚235Ｍ川(10進法)÷=OO7MM9M9,(U進法I

１

丁OO85792M364M,(１２進法),寺=OOB7MMD26…(14進法）
また、ｍ＝2,8,9の位数は８であり、

念=ooooomi,(２進法),告=0036川(8進法)令=00蛆Ｍ,(，進法）
ｍ＝４，１３は位数４であり、

告=OOO3a(4進法),寺=qO9Ca(13進法）

例５ｐ＝１９の場合。ｐ－１＝１８＝２×３２であり、

０F(31)＋＝ＣＯ⑭Ｇ１＝{1,18}②{1,4,5,6,7,9,11,16,17｝

と分解され、原始根は、＝2,3,10,13,14,15となる。これらに対しては、

古=ooooouo1Ⅲ10Ⅲi,(２進法),圭一oOo11o21oo2川0,22,(3進法)，

志=O川川Ｍ３Ｍｉ,(10進法),金=OO8B82WMC4M5`2,(13進法)，
１

面=OMC7522DM…(14進法),志=OOBC97M脳7,畑(15進法)，
となり、定理の結果が成り立つ。また、ｍ＝８，１２は位数６であり、

志=00…(8進法),金=OO76Mj,(１２進法》
これらと、＝１８以外のＧＦ(19)＋の元の位数は奇数であるので、定理の結果のような循環小婁これらと、＝１８以外のＧＦ(19)十の元の位数は奇数であるので、定理の結果のような循環小数表

現は持たないことは容易に確かめられる。実際、ｍ＝4,5,6,9,16,17の位数９であり、

古=000川2,i,(4進法L古=qOU24M,(5進法),金=Ⅲ5川Ｍ進法)，

志=OM271M進法),古=川棚5凪(１６進法I志=００剛…(17進法)，
となる。また、ｍ＝７，１１の位数は３であり、

志-002“7進法),志=0064,(u進法)，
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となる。

例６ｐ＝３１の場合。ｐ－１＝３０＝２×３×５であり、

ＧＦ(31)＋＝ＣＯ⑧Ｇ１②Ｇ２＝{1,30}⑭{1,5,25}⑦{1,2,4,8,16｝

と分解され、原始根は、＝3,11,12,13,17,21,22,24となる。これらに対しては、

圭=OooO212m221020222ⅢuOO120i,(3進法)，

圭=ooM2,棚,s5Mm9M253M,進法L

圭=OM8MM59816…UB286MM2進法兀

孟=00Ｍ伽2C2MC771M6MOAB98M13進法)，

宝=00,58…，EDCUAG7B8D2CA7234"Ｍ7進法L

圭=00…417M382川6G5…BAHO皿(21進法Ⅲ

圭=ⅢDA…"sCM6SB7HG722MCH,(22進法L

圭=ⅢDMAK327MO9MM1DmG6佃凪(24進法）
また、ｍ＝15,23,27,29は位数１０であり、

圭=OO73DOE7B1E,(15進法),圭=OOH1BMLBK,(23進法沁

吉=ⅢDP6Q3D1M7進法I孟=OOR3LES1P7E,(29進法)，
また、ｍ＝６，２６は位数６であり、

圭=qO1MM6進法),圭=OOLKP4M26進法)，
いずれの場合にも定理の結果が成り立つことが分かる。

これらと、＝３０以外の０F(31)＋の元の位数は奇数であるので、定理の結果のよＩ

表現は持たないことは容易に確かめられる。

定理の結果のような循環小数
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Inthisnote,wewillconsidercyclicfractionsnotonlyinusualdecimalnotationsystem,butalso

inmoregeneralnotationSystems・Wewillderivesomerelationsbetweencyclicftactionsand

multiplicativegroupsofprimefields・

Letpbeaoddprime・Itiswell-knownthatincaselOisaprimitiverootｏｆＧＦ(p),andin

caselOhasevenoⅢderl,；h…cyclicfractionexpressionofpeEiod21bseethisindetajl,let
usconsideranexample：ｉｎｃａｓｅｏｆｐ＝２３anddecima1notationsystem，

１＝OO434782608695652173913
p

andthefbrmerpartofdigitsandthelatterparthavethenextrelation：

04347826086＋95652173913＝99999999999.

Thispaperextendsthisresultswithconsideringmultiplicativegroupsoffiniteprimefields,and

ourresultisasfbllows．

TheoremLetmbeapositiveinterger,ａｎｄｐｂｅａｎｏｄｄｐｒｉｍｅｎｕｍｂｅｒ、Ifthereexistsan

positiveintegeM,suchthatm2＝p－１（modp),then；hasacyclMactionalexpressi゜nin
mnotationsystem,withlength2U,asfbllows，

ユーＭ側.Ｍ`+,…α22,
p

anditsatisfiesthefOllowingrelation：

α１＋α2＋１＝…＝Ｑ２＋α２２＝ｍ－１．


