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1．緒言

Ｈ行列は，OstlowskiがHadamardに因んで命名した術語である[6]、彼がH-行列を考えるようになったきっか

けは，Minkowskiの仕事[5]にある．Ostrowskiの論文では，すべての主小行列式が正となるＺ行列をＭ－行列と

定義し，さらにH-行列を導入した．彼は別にMinkowski行列，Hadamard行列を定義した．これらの拡張がそ

れぞれＭ-行列，Ｈ行列で，その拡張は狭義優対角行列の一般化狭義優対角行列への拡張に相当する．1976年，

Varga[7]がJacobioverrelaxation法，SOR法の収束性とＨ行列の同値性を，従来の知見をまとめる形で論じ，

BermanandPlemmons[2]はＭ－行列に関する多くの同値な条件を総括した．これはそのまま，Ｈ行列に関する

同値な条件として読み替えができる．ここでは，Ｈ行列の理論を整理したのちに問題提起をし，多重対角行
列に関する反復法の収束性を論ずる．

2．Ｈ－行列の理論

Ostrowskiのつぎの定理がよく知られている(Satzll[6])．

Ｊ､

定理１ｄＢ＝⑬+＝弓．

ここに，Ｃ,ｉｓはＨ行列の全体，⑲+は一般化狭義優対角行列（GSDD行列]）の全体の集合で，Ｈ-行列は

GSDD行列を意味する.弓は,比較行列の主小行列式がすべて正となる行列全体を表す.Ａ=(aii)を"次複
素正方行列とするときＭ(A)=((-1)'~qla,|)(Ｍ匠。…の`)をAの比較行列と呼ぶＭ(A)はZ行
列（非対角成分非正の行列）である．

定義２ＡがH-行列とは，Ｍ(A)が単調，すなわち，Ｍ(A)ｘｚＯ－ｘＺＯとなる行列をいう．

単調なZ-行列はL-行列（対角成分正のＺ行列）となり，これをＭ－行列という．ＡがH-行列とは，その比較

行列が単調，したがってＭ－行列となる行列をいう．単調な行列は，正則で非負成分の逆行列をもつことと同
値であるから，

’これはAxelssonu]の術語．BermanandPlemmons[2］はSGDDと呼ぶ．先に一般化してから狭義優対角（SGDD）とし

ようとも，狭義優対角を一般化（GSDD）しようとも同値である．ここでは，語呂の良いGSDDを採用した．
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命題３ＡがH行列とは，Ｍ(A)が正則でＭ(A)~ｌｚＯと同値である．

ここで，今まであまり省みられなかった幾何学的視点からＨ行列を見ると，新たな同値条件に至る．正則

行列Ａの列ベクトルからなる単体錐（simplexcone）をＶＡ，単位行列をＩと記すと，

命題４Ａ：Ｈ－行列一ＶにＶＭ(A)．

GSDD行列はつぎのように定義され，豊富な幾何学的内容をもつ[4１

定義５ＡがGSDD行列とは，Ｍ(A)x〉Ｏなる正ベクトルxが存在することである．

これから，つぎの定理を得る[4]．

定理６１M(A)|>OⅢ≠Ｏ(i=1,2,…,")のとき，

AeCg十一(VI)｡、(VM(A))･≠D-1EVM(A)－Ｍ(A).浜０－『(M(A))>０

AがGSDD行列であることと,開単体錐(Ⅵ)｡，（VM(A))･があるベクトルを共有することとは同値である

これは'比較行列の単体錐が,成分すべて'のベクトル'を含むこととも同値であるＭい)鑿と『(M(A))は
文献[4]に詳しい．とくに，

命題７〃≦3のとき，ＡがH行列であることと|M(A)|>Oとが同値である．

〃三４では，この命題は成り立たない．

きて，以上がＨ行列に関する要約であって，すでにＨ-行列の数学的内容は豊富である．しかし，Ｈ-行列の

特徴づけをより直接にすべ<，つぎの問題提起をする．

問題８Ｈ－行列となる〃次複素正方行列を決定せよ．

この問題を同値かつ単純な問題に換言してみる．ここでは，Ｈ-行列を扱うから，〃次複素正方行列Ａは正

則としてよい.すなわち，ＡEGL(";CⅡＶＭEGL(";C)に対して,関係~を卜Ｂ二|α,|='６，｜
(j,/ｅⅣ)－Ｍい)＝Ｍ(B）と定義する．ここに，Ⅳ＝{1,2,…,"｝である．関係～は同値関係となる．

GL(";C)をこの同値関係で類別した商集合をGL(";呪と表ホＡの分離を,昨C-Rb=C('_C-lRと）
(CEGL(";C))とするとUTA＝HA(C)=C-lRbがAの反復行列である.弱正則分離定理と正則分離定理を
合わせたつぎの定理が成り立つ[3］

定理９Aeclie目の≠再(M(A))亡鳳R(M(A))亡再v(M(A)〕

とくに，Jacobi法のときは，Ｃ＝diag(A)と取り，ＨＡがJacobi行列Ｊ１(A)である．スペクトル半径を使って定

理，を表せば，

定理１０ＡＥｄｅ－ｐ(J1(M(A)))<Ｌ

ＩＣ(Ｊ１(A))≦p(Ｊ１(M(A)))であるから，
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定理１１AeclIeのとき，Ｍ(B)=Ｍ(A)－p(Ｊ１(B))<Ｌ

これより，Ｂに関するJacobi法は収束する．反復法は逆行列を求める－手法であるから[3]，Ｂの逆行列が

Jacobi法から求まり，Ｐ(J1(B))<1ならばBは正則になる．

系１２ＡＥｄｅのとき，Ｍ(B)＝Ｍ(A)ならばＢは正則である．

Ｍ(A)が単調ならばその対角成分は正になり，Ｈ-行列Ａの対角成分α耐はaij≠Ｏ(にⅣ)である．非零対角

成分の複素正則行列の全体をGL(";C丁とし,し行列の全体…記すと,GL(";C)か完全代表系'二
eSをとることができる．定理11から農でJacobi法の収束を論ずればよく，同一の同値類（equimodularset）

に属するすべての行列に関するJacobi法の収束は代表元である比較行列の収束で決まる．したがって，Ａ

＝Ｍ(A)４〉Ｏ(にⅣ)の場合を考えれば十分である．以後，ＡはL-行列と仮定すると，Ｈ行列ＡはＭ行列

となる．、A＝diag(A）とし，DjJlAもＭ－行列となることから厩１ＡをＡと考えると，Ａの分離として
Ａ＝Ｉ－Ｈと取れ，diag(H)＝０，ＨｚＯである．したがって，問題8は

問題１３ＨｚＯ(diag(H)＝Ｏ)かつp(H)〈1となる行列Ｈを決定せよ．

と書き直すことができる．以下では，特別な場合にＨを決定し，従来知られている定理と比較する．

３．３重対角行列

〃lii二;｜
ここで，αｉｚＭＺＯ,aibi＝c2(ｊｅﾉV),ｃＺＯとする．ｃ＝OのときＰ(H)＝Ｏであるから，ｐ(H)〈1である．
この例は自明な場合であって,以下ではc〉ＯとするＨを〃次正方行列とし，その特性多項式をｌＰＷＩ)と

補題１４ｙＷｌ)＝几Ｙｉ,-,(几)-c2IP1m-2(几）

であるから，ｃ〉0から几≠Ｚｃがいえ，Ｄ＝好一4c2(≠O)とおくと，

既(小方|(竿TL俘丁｝
特性方程式既い)＝ｏの凧個の根は，ｊを虚数単位として，

(３Ｄ昨鵲c=(･…+圏…)-2…缶(k-I叫川俳器）
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で与えられる↓たが｡てⅨ昨'M'筐となるＩえに(Ｈ１薑!‐`<向自明な場合側
り込むと，

命題１５

H1;jル…ⅣM’
のとき，

，(H1d-に〆向

←上のときは鵬．｡愚器(ＨⅣ")であるからⅢ)二･･圖急で既知であるロまた,雌。２

のとき半ご価であ順らにＩ｡'｡'<2であるから，

系１６αjZO,ｂｉＺＯ(にⅣ)のとき，αj＋6'三１(ｊｅⅣ)－ｐ(H)<Ｌ

とくに川行ＩＦ｡(にⅣ)のときに｡≦ﾅｰ'(H)<Ⅲ

｡戸６－;ならばⅢ(H)<]であって,対応するAは一意には決まらないが,整数成分にとれば,

A1ニルニれは胤約弱優対角行列の例乢て…れる↓かし既約弱勵，
角行列は，Ｈ行列であるための十分条件ではあっても必要条件ではない．命題15から容易に既約Ｈ行列では

あるが,弱優対角でない例を作れる伽臺3とするＭがH行列であるための条件がに｡實士であるか

ら←:(端兆す川弱優対角でない既約H行列ＡＩ澱|を得…単肪

4．定理１１に関する注意

定理Ⅱの逆は成り立たないⅡを複素行列とするｐ(Ｊ１(M(A)))<1ならばp(Ｊ１(A))<1であるが,逆はい
えない．つまり，Ａに対するJacobi法は収束するのに，Ｍ(A)に対しては収束しない，したがって，ＡがH＿
行列でない例がある．

まず,,。(’,(A))=,o(',(M(A))）の場合すなわち,定理Ⅱの逆が成り立つ例を挙げる．

、…(ＣｌけるAは2次の複素正方行列であるＨ薑(::川鬘ＣＭＬ固有値の絶”
値は|/lHiZW5iとなるから,１０(J1(A))=１０(Ｊ１(M(A)))が成り立つ．
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Ｍｌｉｌ１ル…。 の場合，固有値は式（3.1）で与え

られるから,１０(Ｊ,(A))=p(Ｊ,(M(A)))='1+e極llclである

つぎに，逆の成り立たない例を構成する．上の１），２）から，多重対角行列に例を求めるには，３次以上，

蓮以上の対角行列でなければ…陰が分かる府列HをＨｌｌｉ拙脚1吋‘
Hの固有値はﾙｰﾑ:(肚炳雨)であるかＭ薑芸(川)とお化'小'６'讃たは，
'ｊＩＩ毫与|仕阿戸|であって）

〈
Ｕ
α
，
り

７
－
－
－
－
－
－
、 iilいⅢ川’命題1７Ｈ＝ とすると，

(峠景）
２

p(Ｊ１(A))<’一'61〈

m嵐x{211±,/T幸５７戸|｝
である．

したがって,ｐ(Ｊ１(A))<1≦p(Ｊ１("(A))),すなわち，

(4⑩肝丙譽'`'荒辨(型',±〃'｝
２

(峠o）

なり矛盾を生ずるから…いまⅢ命とおくと条件式(4,は☆≦'`'……

作右……言でM■たが川Ｈ１戦卜なⅡ
Al_輔|が定理Uの逆の…例…
５．－般3重対角行列のスペクトル半径

既述の3重対角行列に対して，つぎの行列を一般3重対角行列と呼ぶことにする．
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６１ ０

Ｉ ６２

０
角

ｂｎ－Ａ

Ｏ

０Hh,ﾙー

α２

α"-Ａ0 0０

ここで，｡'，ｂｉＺＯ，ajbi＝c2(ｉＥⅣ)，ｃＺＯとする．ただし，ＨＬ,＝(O)とする．第３節のＨはHhJであ
る．

定理１８〃＝城+ノ(1≦ｊ三A)のとき，

，）,ルH>Ｈｒ|′,ﾙ1-H'11↓ulril′LMlwl(!≦ｊ≦ﾙｰ')、l岬H1ルリ

川低栃|M諾|-…☆(町≦トリ|即諾|…譽念(』薑り
'）で，蝋叫HHIは

鴫１１ ｊＴｉ 臼皀…恥Ⅱ
▽
●
■
■

ロ
．
｜
か
「
’
《
卵
Ｕ
除ａ

Zﾌﾉ+ｉ
Ｏ

ａｌＷ+Ｉ

６Ｗ ６A+ｊ+'

である．

証明Ｈ)M:を隣接行列2とするグラフＧを考える.頂点集合ＶをＶ={1,2,…,"}とし，氏次の(j,,i2)成分
をｈＭとするとき，ハiiらがｏでなければ，２点j,とi2を，ｊ,からj2に向かう向き付き線分で結び，辺と呼ぶこ
とにする．すべての辺の集合をＥとし，グラフＧを(V,E)と表す．Ｖの2点が同一向きのいくつかの辺で結

ばれるとき，２点は強連結であるという．ｃ＝Ｏの自明な場合，定理の成り立つことは容易に分かるから，

c≠Ｏとすると，Ｈ耐火では，ｈｉ１ｈ≠Ｏならば，αi6i≠Ｏからhi2ii≠Ｏとなるので，辺の向きは省略できる．そこ

で,強連結は連結と置き換えてもよいＶを連結成分に分けると，’三j≦ｊのとき，｛ﾉﾊ+ｊ|ﾉｰ0,1,…川}の
ｊ個の成分が得られ，ノーＡならば，連結成分は網羅される．ノ＜Ａならば，ざらに，ノ＋1≦i三Aなるｊに対

して，｛ﾉ化+'11=0,L…,､-1}のﾊｰﾉ個の成分が付け加えられるただし,頂点集合の2点はﾉに関して続
く番号で表せるとき辺で結ばれるものとする．

連結性を保持して頂点の番号付けを変えるＶの置換のうち，Ｖをつぎの連結成分に分割する置換が存在す

２通常，グラフ理論では隣接行列の成分/lij2がｏか１である．ここでは，Ｏか否かを問題とする．非零を１に対応させる
ことで，グラフ理論の隣接行列の意味となる．
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る連結成分を頂点集合で表すと，’三！≦/のとき，｛(i-1胴+')+ﾉ+'|ﾉｰ0,1,…〃}，ノ+'二i三Aのと
き，｛('－１)腕+/+/+'|/=0,1,…〃-1}である.弧に付随したﾉ,v`も置換により移るものとする.この置換
で移ったグラフは元のグラフと同型になるから，置換後のグラフの隣接行列は，元の隣接行列と相似である

（付記）．すなわち，

(ＨｌＩ１ぃeHlMA》冊'1A!)①(Ｈ１ＭＩＭＩｉｌｌｅ…$H珪了'１）(5.1）Ｈｈ火

ここにⅡ①肌は伯:昨表すＬれで川が証明できた」化式GDM
p(Hh火)=p(H蝿十M)となるので2)が成り立つ.ノーkのときは指示のようになるⅡ

定理18の特別な場合として，つぎの系を得る．

系19αi＝bj＝１(j＝1,2,…作AC)のとき，

'）｜岬HhJl=|/u緬刹-H)､籍uljl/u願-H噸J｢~j('ﾆﾉ三A-1),|ノリh,-Hh`』r(ﾉｰり

川氏水|M諾|…念仏j鬘川卜鶚卜加☆(ﾄり
上の証明では，同型なグラフの隣接行列は相似であるという性質を使った．置換を具体的に与えると，

(5.1）を直接示すことができる．証明中の置換をｏとすると，

．(Ⅲ昨'''二11期鮒臓I）
であり，

｡‐(}苞！
1?zｋ＋１２A＋２

ｍ十１加十２加十３

''2Ａ＋２

２(加十1）

ノ ハ＋ノ

(ﾉｰ1)(､＋1)+１(ﾉｰ1ル+1)+２

(ｍ－１)k＋ｊ＋１ ノ＋２ ｋ＋ノ＋２

(ｊ+1)加十ノ（/+1)ｍ+/+１（ﾉ+1)加十ｊ+２

"０A＋ノノ＋１Ａ＋ノ＋１

ｊ(、＋1）ノｍ＋/＋１ノ'"＋/＋２

鱗』
(ｍ－１)k＋/＋２

（(2)ｍ+ノ

ＡＣ２ｋ

(た－１)加十/＋１（A－１)、＋/＋２

である置換dに対する置換行列をPとする’=(船)とおけば，
1三Ｖ≦/では(Ｍ＋1)型行列，ノ＋1三Ｖ三ｋでは(Ｍ)型行列である．

で(ｊ〃＋1)型行列，ｊ＋1三Ｖ三kで(ｊ,''z)型零行列である．且＝ｍ＋１，

Bwはい(pllw1Ⅲlw1=Ｍ似と表せるこれより容易に

小行列凡１，は，１≦爬加のとき，

似＝川1のときは，ｎＶは1三Ｖ≦ノ
ノ＋１三Ｖ三Ａの場合の零行列を除き，

㈱ueH1MAルｅＨｌＩｌｉｌｕ)①(HlIMeH辰|①…$H珪了j)）P-IfLM:Ｐ＝
が導ける．
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６．まとめ

本論より以下の知見を得た．

１）弱優対角でない既約Ｈ行列の例を3重対角対称行列で与えた．

２）Jacobi法の収束する，Ｈ行列でない例を3次の5重対角対称柿Ｉ，すなわち，３次の対称行列で与えた．

３）〃次の一般3重対角行列は，〃＝献十ノ(1ﾆﾉ三A)とすると，ｋ個の3重対角行列を対角ブロックと
する可約対角ブロック行列に相似である．これより，一般3重対角行列のスペクトル半径が求まった．

付記同型なグラフの隣接行列は相似になることを示す．２つの有限有向グラフＧＩ，Ｇ２が同型であるとは，

G1からG2への全単射'が存在して，ｊ/EE(GI)－/(j)'(ｊ)EE(ｑ)となることである．ここに，Ｅ(G)は
Ｇの辺の集合で，２点jとノを結ぶ辺をノノと表し，辺の向きはjからノヘの向きとする．Ｇの頂点集合を

V(α)とすると，Ｖ(GI)＝V(G2)のとき,全単射'は置換である．いま,置換を。その置換行列をR,，ｸﾞ

ﾗﾌＧの隣接行列をA`=(α;))とするとき,啄肌=A2が成り立つことをいえばよいＡ２の(M)成分が
α則.-,(りであるから,PF1A偶の(ｊ,k)成分がαルー,(側となることをいえばよいことになる．置換行列を
行列Ａの左から掛けるとＡの行の入れ換えであり，右から掛けると列の入れ換えとなるので，

帆ﾙｰ(剛｣ﾙｰ(α望(列,),誉らに(に'AI)ＢＬ－(・帥(り)となＭＦＭ薑A2がいえる
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ＡｂｓＺｍａ・AbriefH-matrixtheoryisdescribedAnirreducibleH-matrixwiththepropertyofnonweakly
diagonaldominanceisgiveninthefbnnoftridiagonalmatrixAnonH-matrixwhoseJacobiiteration

convergesisderivedasaquindiagonalsymnetricmatrix・Ageneraltridiagonalmatrixisdefinedanditis

shownthatthegeneraltridiagonalmatrixoforder〃issimilartoareducibleblock-diagonalmatrixwithA

blocksofatridiagonalmatrixfOrn＝ｍA+ノ(1ﾆﾉﾆﾙ)．Thespectralradiusofagcncralizcdtridiagonal
matrixisderived


