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１序論

Ｙ(t)，ｔｅＲ+，を定常な独立増分を持つ対称安

定過程、Ｘ(t)，ｔＥＲ+，を正値定常独立増分を持

ちＹ(ｔ)と独立な確率過程（subordinatorと呼ばれ

る）とするとき、subordination（従属操作）とは、

ｘ(t)を、ランダムな時間と考え、Ｙ(t)の時間変更

Z(t)＝Ｙ(Ｘ(t))を考えることである。

この小論では、従属操作の一般化を考える第一歩

として、多次元のsubordinatorの特徴付けを考え

ていく。まず１次元のsubordinatorXは、

Ｒ”に値を持つ、確率過程で、

(1)サンプルパスが時間的曲線となり、

(2)独立な増分を持ち、

(3)その増分が、一様である

ようなもの、すなわちランダムな多次元の時間と見

なしうる確率過程を多次元subordinatorと呼ぼう。

この小論では、多次元subordinatorが、特性関

数のスペクトル表現で決定づけられることを示す６

(Theorem41.)．

２安定型randomvectorとsubordination

まず安定型分布に従うrandomvectorの定義とそ

の特性関数を示し、－次元における従属操作(sub-

ordination)を述べておく。

(1)その増分x(t)－Ｘ(8)が、正すなわち、時間

としての特性の１つ、正の方向を未来と見なし

た方向付けを与えており、

(2)また任意の有限個の時点Ｏ三to＜…＜t冗に

対しＸ(t,)－Ｘ(to),…,Ｘ(t冗)－Ｘ(＃河_,）が

独立である。特に１つの時点を固定してそれを

現在と見なすと、現在に対して過去と未来が独

立となる。

(3)更に時点に対してＸ(s＋t)－Ｘ(8)の分布がｓ
によらない、すなわち時間進行の一様性をもっ

ている。

2.1安定型randomvector

Denmtion2,１mMomuecto7X＝(Ｘ1,…,Ｘａ）

ＥＲｄが指数α,Ｏ＜α＜２の、安定型ｍＭｏｍｕｅｃ‐

torであるとは任意の整数ｎに対して、

Ｘ１＋…＋Ｘ、呈冗z/αＸ＋Ｄ，ョＤｅＲｄ，

多次元の時間を考えるために、方向を定義しよう。ま

ず､ＶをＲ”におけるｃone（凸錘）とし、ｘ－ｙＥＶ

であるとき、点ｘは、ｙに対して未来にあると定義

しよう。もちろんこれは、Ｒ”に半順序を定義する。

この意味で、Ｖを未来錘(fUturecone)、－Ｖを過

去錘(pastcone)と呼んでおこう。

曲線Ｌ＝{2(ｔ);ｔｅＲ+}でその上の任意の点パオ）

で{J(8);８三t}。(ｔ)＋ｖを満たすようなものを考
える。この性質は、曲線Ｌ上の任意の点を止め

ると、そこから先は総て未来錘に属し、逆にそこま

では過去錘に属することを示す。そこで、このよう

な方向性を持つ曲線を時間的曲線(timelikecurves）

と呼ぶことにする。

が成立することである。ここでＸ,,…，ＸｎはＸの

独立なコピー、更に≦は分布の意味で等しいこと

を示す６

2.2安定型ramdomvectorの特性関数

Property２．１指数α,Ｏ＜α＜２の安定型、〃

domuectorX＝（X１，…,Ｘａ）ｅＲｄの特性関数

⑪(旬=E[expj(尻Ｘ)],ﾀﾞERd’は、

(1)α≠１なら

⑪(旬

＝exp{-ﾙｰﾕ|(尻3)|α(l-isign(ａｓ）
ｔan等)r(｡s)+`(卵o)}，
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(3)任意のｖＥＶ，と任意の正数ｄに対して、

ｄ・ｖＥＶ．

(2)α＝１なら①⑨

＝exp{-ルーⅢ|(ａｓ)|(1＋馨sign(ぬ）
1,1(ａｓ)|)r(ds)＋j(ぬo)}’

となる。ここでsd-1上の測度ｒは。次元安定分布

と１対１に対応し''SPec伽lmeqsume''と呼ばれる。

を充たすことである。

3.2時間的曲線(timemkecurve）

Definition３．２Ｖを凸錘とする。この時曲線Ｌ＝

{八t);ｔＥＲ+｝ＣＶで、その上の任意の点!(t）

において｛【(8);ｓ三ｔ｝ｃノ(t)＋ｖを充たす時、

時間的曲線(fimeljAecurUeﾉと呼ぶ｡更に曲線Ｌは

2.3従属操作（subordination）

Definition２．２Ｙ(t)ｅＲﾕが対称安定過程であ

るとは、Ｙ(t)と－Ｙ(t)が同分布である安定過程を

言う。その特性関数は以下の様に表せる。
{ｌ(8);ｓ三t}ｄ(t)－ｖも満たす。

時間的曲線(timelikecurves)と呼ぶ理由は、Ｖを

未来と考えれば時間的曲線(timelikecurves)Ｌは、

曲線上のどの点をとっても、前方は未来に属し、逆

に後方は過去に属するからである。

EexpiOX＝exp{-ひα'01α},ひ＞0．

Definition２．３Ｘ(t)ＥＲ１がSuboM伽torである

とは、安定型指数αがＯ＜α＜１の範囲の正値安

定過程のことである。に.’4.1)．

subordinatorは値域が[0,＋｡｡)となる。また、無
限自己分解可能である。すなわち任意のｎに対し

てｘ二余(x,＋…＋ｘ､)が成り立つ。ここで
Ｘ,,…，ＸｎはＸの独立なコピーである。更に増分

が独立で時間に関して定常である。つまりsubordi-

natorは正値定常独立増分過程である。（c､ｆ[3])．
、

Theorem2､１Ｙ(t）ＥＲ１を安定型指数β、Ｏ＜

β≦２、を持つ対称安定過程、Ｘ(t)ＥＲ１をＹ(t）
と独立な安定型指数αを持つsubomzl伽torとする。

この時ｚ(t)＝Ｙ(ｘ(t))は安定型指数αβの対称安

定過程になる。（Cf.[3])．
-1「

上記のように、時間のランダム化Ｚ(t)＝Ｙ(Ｘ(t)）

を考える操作を従属操作(subordination)と呼ぶ。
図１ＣoneとＴｉｍｅＬｉｋｅＣｕｒｖｅ

４多次元subordinator

まず３次元の例について考え、一般の場合に拡張

する。

３凸錘(convexcones)と時間的曲線(timelike

curves）

ＲｎにconeVによる半順序を考え、それに対応

させて時間的曲線(timelikecurves)を導入する。
４．１１次元のsubordinator

3.1凸錘(convexcones）

Deflnition3､１Ｒｄの閉部分集合Ｖが

凸錘にonUezconeﾉであるとは：

指数α，Ｏ＜α＜１，の正値安定型確率変数Ｘ

(subordinator)の特性関数は以下で示される。

Eexpi8X=exp{－．.'01．(1-`(signl)伽等J
subordinatorXの値域が、[0,＋CO)であることを思

い出しておこう。

(1)ＶｖＥＶ,v０．ｖ三０，/brmzedvo．

(2)Ｖは凸集合、即ち任意のⅥ,ｖ２ＥＶ,Ｖｃ,Ｏ≦

ｃ＜１に対してcv,＋(１－c)v２ＥＶ
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=exp{_|将'｡(,_i(Sign胸))伽等)|all｡}×
･xp{_|響|・(,_証sign(aa2))刷子)|a21｡}×
oxp{-'響'｡(1-i(圏ign“))伽等)|as'．}×

-．騨蹴巴墨鯛測鯏雪ｎ
ｅｘＰ{-|腕21α(１－i(Sign)八2)tan等la21α}×
exP{~|ダs31α(１－i(Big､ｸﾞ.s3)tan等|a31α}×

eXP{-|ｸﾞ.s41α(１－j(Sign八4)tan等la41α｝
=exp{-ん`cS21胚,＋腕2＋ﾀﾞ.s3＋ﾀﾞ.s41｡×
(l-jsign(ｸﾞ･s1＋先2＋ﾀﾞ･s3＋八4)tan等)r(｡S)}．

（証明終わり）

明らかにＶ(D4)＝Ｖ({a1,a2,a3,a4})である

４．２３次元の例

Ｅｘａｍｐｌｅ４､１ベクトルａ1,ａ2,ａ3,ａ４ＥＲ３がｖｏ・

ａｋ三0,ヨｖｏＥＲ３を満たすとする。次にmzMom

uectorX＝ａｌＸ１＋ａ２Ｘ２＋ａ３Ｘ３＋ａ４Ｘ４を考え

る．ここでX11X21X31X4は，強度ｏ＝１のsub￣

omd伽torXの独立なコピーとする。Ｘの特性関数

を次に示す６

EexWX=exp{_'0'｡(1-`(SignO)伽等ル
Ｘの値域は次の様である。

Ｖ＝Ｖ({a,,a2,a3,a4}）

＝{plal＋p2a2＋p3a3＋p4a4;pEO}･これを、

{a,,a2,a3,a4}で張られる凸錘と呼ぶ。
4.3一般のsubordinatorとそのの特性関数

Proposition４．１ＶＣＲｄを凸錘とし、Vn

Sd-1＝Ｄ,とする。ＳＥＤに対して、正値の関

数β(s)三ＯとＸの独立なコピーＸｂを用意する。
mndomuector

x＝ノ
ＤＣＳｄ－１

β(s)･sXbds

の特性関数は次式で表される。

⑪(旬

=・叩M|賊(Mign(瓦｡)伽等)ＭＪ
ＸＥＲｄは無限自己分解可能である。すなわち任

意のｎに対して

ｘ三夫(x,+…+x鍵）
が成り立つ。ここでＸ,,…，Ｘ”はＸの独立なコ

ピーである。そこでＸをＸ＝Ｘ１となるような

加法過程Ｘｔを考えることが出来る。Ｘｔは増分が

Ｖに入るような定常かつ独立な増分を持つ確率過

程と出来る。よってそのサンプルパスは時間的曲線

(timelikecurve）になる。このようなＸｆを。次

元のsubordmatorと呼ぶ。時間的曲線(timelike

curve)を多次元の時間に対応すると考えると、。次
元のsubordinatorはランダムな多次元の時間であ

る。まとめると、

Theorem4､１ＶＣＲｄを凸錘とする。ＸｆをＶに

よる半順序に対応したsuMd伽torとすると、そ

の特性関数は次のようである。

図２多角錘

mMomuectorXの特性関数は次式で表せる。

⑪(旬

＝expHL4cs図|ﾀﾞ.s,＋ﾀﾞ.s2＋八3＋グ･s41α
(１－jsign(0ｓ,＋0.s2＋…＋ｸﾞ.s4)tan等)r(｡s)}，
ここで､Ｄ４＝{sルー筒;ルー1,2,3,4}Ｃｓ２，
r(s)＝Ⅸ=,laklaL塵(s)である。
（証明）

｡(例＝Ｅ[expi(尻X)］
＝Ｅ[expi(尻(a1X,＋a2X2＋a3X3＋a4X4))］
＝Ｅ[expxaa,)X,]Ｅ[expi(aa2)X2]×

Ｅ[expj(ａＱ３)X3]Ｅ[expi(反a4)X4］
=exp{_|(尻a,)|α(１－i(sign(尻a,))tan等}×
exp{_|(尻a2)|α(１－j(sign(aa2))刷子}×
exp{_|(aa3)|α(１－i(Sign(aa3))tan等)}×

exp{_|(尻a4)|α(１－i(sign(尻a4))伽等)｝
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⑪(の＝

=・叩(-畑包'｡(1-蝿･(尻團)伽等)r(`･ル
図３多次元のsubordinator

５最後に

この論文は、第一著者の修士論文主要結果をまと

めたものである。修士課程での研究は、指導教授で

もある第二著者の最近の結果「コーンをパラメータ

に持つ加法過程」の時間パラメータのランダムな変

換の候補としての、「コーンに値を持つ」ランダムな

時間(subordinator)を決定したものであり、当初は

この２つを合わせて、subordinationの多次元化を

めざしていた。残念ながら、時間切れで完成でき

なかったが、（概念が定義されたばかりであるとい

う幸運もあったが）内容はオリジナルなものであり、

充分発表に耐えるものである。実際、この内容は第

一著者自身により統計数理研究所、スタインハウス

研究所及びジェノラグーラ大学（ポーランド）での、

安定過程の専門家向きの研究会でオリジナルな論文

として発表された。目標としていたsubordination

は、後ほど時間をとって完成させ発表するつもりで

ある。（第２著者、竹中）

ここでＶｎＳｄ－１＝Ｄ･逆もまた成立する。

に
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