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１１inearlyadditiveprocessesandmulti-parameteradditiveprocesses

最近、多次元パラメータのサブオーディネーションに関する佐藤健一氏達の研究において、Chentsov型

の安定過程が使われているので、関連する話題を整理しておきたい。射影幾何の言葉を使うと見通しがよ

いのでそれを用いる。必要な射影幾何の記号、簡単な結果については最後にまとめる。以下簡単のために、

あるα’０＜α＜２が存在して、考える確率変数は総てパラメータαの対称安定型であると仮定しておく。

1.1定義

Definition1.1(linearlyadditiveprocesses）Ｒ痢一pQmmeterの確率過程｛Ｘ(t)ｉｔＥＨ｝がlinearly
additive(線形加法的)であるとは、Hの任意の直線上にパラメータを制限した時、加法過程になる時をい

う。即ち、直線を｛sv＋vo｝とすると、この上に制限された確率過程Ｚ(s)三Ｘ(sv＋vo)が独立増分であ
る場合を言う。

Theoreml・lTMori[92]｛Ｘ(t)｝をⅣパラメータのｌｍｅｕγノリadd伽epmocessとする。この時、Ｒ”の

超平面全体の作る集合（射影幾何学的には、Ⅳ＋無限遠超平面と見なせるノに測度仰が一意的に存在し、

Ｘ(t)＝Ｙ(S(t)）

と書ける。ここで、Ｓ(t)はＲ八t*の原点を含まない連結成分であり、｛Ｙ(Ｂ);ＢはⅣの可測集合｝は、
測度空間(Ⅳ,")をコントロール測度とするSaS-mndommeasu花である。この測度を{Ｘ｝に対応する
ChentsoU-Mori測度と呼ぶ。（t＊は、点ｔの射影双対。４節参照ノ

等方的、即ちEuclid運動群に対して不変なlinearlyadditiveprocessは、L6vymotionと呼ばれるが、上
の定理による対応するChentsov-Mori測度｡〃(t)は、超平面の作る空間への運動群の作用下での不変測度

dCh(t)＝F↑幾丁でなければならないことがわかる。これより，L6vymotionに対するChentsov表現が出
る。（STakenaka87）

Definition1.2(multi-parameteradditiveprocesses,ｂｙＴ・Sato'００）町-pammeterの確率過程
{Ｘ(t)ｉｔＥＨｕ｝がadd伽e川cessであるとは、

(1)任意のS，三ｓ２≦…＜Ｓｍを満たす点、ただしＵ＝い,,Ｕ２,…川）二ｔ＝（t1,t2,…,t")即
ち皿,三t,,Ｕ２三t2,…,u”三t宛,に対して、Ｘ(s2)－Ｘ(s,),Ｘ(s3)－Ｘ(s2),…,Ｘ(s､)－Ｘ(sn-,)が
独立な系を作る。

(2)ｓ1二s２，ｓ3三s４でs2-s1＝s4-s3を満たすなら、Ｘ(s2)－Ｘ(s1）とＸ(s4)－Ｘ(s3）は同じ確率法
則に従う。

(3)Ｘ(O)＝0,α・ａ

(4)Ｘ(s)は順序くに対して、右連続でかつ左極限を持つ。

佐藤氏による例を挙げると、
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．Ｚ,(t),Z2(t),…』(t)を独立なＨ１パラメータのL6vyprocessesとする。この時Ｖ(s)＝Ｚ,(８，)＋
Ｚ２(s2)＋…＋Ｚ(s")は皿パラメータのL6vyprocessである。

．ＺをＨ１パラメータのL6vyprocess,(α,,α2,…川)ｅ皿を１つ決める。すると、Ｕ(s)＝Ｚ(｡,s,＋
q2s2＋…＋いね）もL6vyprocessとなる。

ちなみに、L6vymotionはL6vyprocessとはならない（次ページの図の増分部分にあたる斜線部分の共通
部分が空集合とならないことより明らか)。

|／ ｅｄ

ｅ－

図１：Chentsov表現すると、独立増分性は一目瞭然
1.2例叺ＵのChentsov-Mori表現

図１より明らかなように、Chentsov-Mori測度似の台が第３象限(Ⅲ）に限られるならば､それに対する
linearlyadditiveprocessはmulti-parameteradditiveprocessの条件から、２を除いた条件を満たす。実

際、ＶはそのChentsov-Mori測度仰が各座標軸の負の部分に集中したものであり、Ｕには平行な超平面群

{HFq1s1＋q2s2＋…＋α"s"＝t,ｔ＞0}の双対点の作る半直線２＝{ｕ＝－(α1/t,α2/t,…,α"/t);t＞0｝
上に集中した測度が対応している。

さて、最後の節で見るようにChentsov測度ｄＣｈは、Euclid運動群（の双対作用）による不変性で特徴

づけられる。一方、multi-parameteradditiveproceｓｓは、平行移動に関する不変性２は仮定されている

が、回転に関する不変性は仮定されていない。平行移動（その双対変換）で不変なChentsov-Mori測度は、

帆)＝｡(奇)Ｅ茅、と極分解される(勘は､P耐の原点の周りの局所座標)｡結局
Theorem1.2｛Ｘ(t)ｉｔｅｗ｝をljneqrﾉﾘadd伽eなL6iWmcessとする。この時、Ｓ"~ｌｎＲ２に集中

した密度⑪が存在し、｛ｘ｝は

Ｘ(t)＝Ｙ(S(t)）

というＣｈ…u型の表現を持つ｡ここで､対応するCVi刎圏｡"M、測度は､①(詩)Ｅ寄誇了である。
２Chentsov型確率過程の決定性

2.1平面の直線による分割

まず２次元で考えよう。以下の議論は下図から直感的に理解されよう。

２次元空間内に一般の位置にあるＡ本の直線を考え、これによる分割数をＰ(2;ん）としよう。まずｋ本の

直線を考えておく。これによる分割数はＰ(2;A）ここで、新しくＡ＋１本めの直線を一般の位置に置く
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▽

図２：直線による平面の分割

とすると、この直線と以前からあるA本の直線との交点はA個・このん個の点により最後の直線はＡ＋１

個の部分にわかれ、それぞれの部分が以前の空間のある分割を２つにわけるので、新しくA＋１個の分割
が加わる。従って、漸化式

P(Ｍ＋1)＝Ｐ(2;ん)＋(A＋l)，Ｐ(2;2)＝４

が成り立つ。これを解いて

p(2,A)＝Ａ２＋ル＋２
２

2.2次元に関する漸化式

同様に、汗次元空間にA個の超平面を一般の位置に置いた時の分割数をＰ(､;A）とおく。２次元の場合
と同じように、恋次元空間内にＡ個の超平面を考えておく。これに新しくＡ＋１個目の超平面を加えよう。

この超平面(、-1-次元である）が他のＡ個の面で分割される様子を考えると、それはＰ(”－Ｍ)個であ
る。２次元の場合と同じようにして、漸化式

Ｐ(";Ａ＋1)＝Ｐ(､;A)＋Ｐ(、-Ｍ),Ｐ(2;ん)＝Ａ２＋Ａ＋２
２

を得る。例えば、

Ｐ(､;､)＝2"，Ｐ(､;、＋l)＝2"+'－１＜2励十１，Ｐ(Ｍ＋2)＝2冗十２－(､＋3）
と言ったふうに計算できる。

2.3Chentsov表現と特性関数

Chentsov表現を持つ確率過程{Ｘ(t))を考える｡ｍ個の時点t1,t2,…,ｔｍを与えると､Ｘ(t,),Ｘ(t2),…,Ｘ(tm）
の特性関数は

Ｅ[exp(j(z1X(tl)＋z2X(t2)＋…＋zmX(tm)))］

＝exp-Eい(S(t,)eⅢｎｓ(t2)e2n…ｎｓ(tm)e､)×le1z,＋e2z2＋…＋emzmlα

ここで、和は集合{0,1)ｍにわたって取るとし、ｓｏ＝Ｃｓ,Ｓ１＝Ｓと決めておく。
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さて、もし｛0,1｝の元ｅｏが存在して、

’(S(t,)eﾕｎｓ(t2)e2n…ｎｓ(tm)e歴)＝０

であったとしよう。この時、例えば

似(S(t,)ｅ１ｎＳ(t2)e2n…ｎｓ(tm)l-em)＝似(S(t,)ｅ１ｎＳ(t2)e2n…ｎｓ(tm-1)．､-1）が成立する。これは、ｍ

次元分布の一部(eoからHumming距離が１の元)に関係する似の値が、（ｍ￣1)-次元分布から計算出来る
ことを示す。また、｛0,1}ｍがHummmg距離１の道で連結であることを使えば、全ての、-次元の体積が
、－１次元の体積より計算出来ることがわかる。２．２の結果とあわせて、

Theorem2､１，－パラメータの安定型ｌｉｎｅ０㎡Z/αddjtjuepmocessの(、＋1)~次元分布はその、汗次元周辺分
布から計算できる。

即ち、Gauss型が２－次元分布、即ち分散で決定されたのと同じように、さらに高次元での決定性を持って

いる事がわかる。また、２－次元分布が一致するが、３－次元分布が異なる例が知られているので、これは本質
的な性質である。また、スペクトルに注目すればもっと強く

Theorem22｛Ｘ｝をルパラメ￣夕の安定型lline0rly0dd伽eprOcessとする｡、もし、、~パラメータの

確率過程{Ｙ）があって、、＋1-次元の有限次元分布が総て一致するとする。すると、Ｘ'Ｙは法則同等で
ある。

この事をもって、、パラメータの安定型linearlyadditiveprocessは、＋1-次元の決定性を持つという。

３自己相似過程[nlkenaka91］

自己相似安定過程の構成において、Chentsov表現を￣般化した次のような表現を使った。
ｓ(t)＝

{(⑰Ｍ１,⑭2,…ハ)ＥＲ＋×Ｒ";|(町,z2,…ハ)￣(tl't2'…'tね)|＜ｚｏ）
△(|(z,,z2,…川)|＜ｚｏ}，

即ち、円錐の対称差である。この場合にも佐藤由身子氏（YSato91)が、〃＋2-個の図形（それぞれが
円錐の対称差）にたいして、必ず測度０の部分が存在すること、即ち強い意味でこの確率過程が、＋２次
元の決定性を持つことを証明した。その証明テクニックとして、、＋２個の対称差による分割の１つがが空

になる事と、、＋３個の円錐による分割中、ｅ０，１－ｅｏに対応する図形がペアで空になるようなｅｏの存在と
の同値性をもちいた。このセクションでは、円錐に関する空間の分割数に対する漸化式を求めて、この問
題に迫ろう。

3.1円錐による半空間の分割数

アイデアは２つ。２次元で述べると

１．円錐は上から見ると、平面

２．円錐同士の交わりも上からみると直線。

だから、付け加えた円錐によってあらたに出来る分割の数は、平面上にそれ以前の円錐との交線として現

れた直線による平面の分割数と同じである。（同じであるという部分には、円錐が凸曲面であることが効い
ている)。

Ｒ＋×Ｒ”に上の形の円錐を一般の位置にＡ個置いた時の分割数をＣ(､;ん）とすると次の漸化式が得ら
れる、

Theorem31（円錐による分割数の漸化式）

Ｃ(";Ａ＋l)＝Ｃ(､;ん)＋Ｐ(";ん)，Ｃ(nil)＝２

もちろん、Ｐ(";幻に関する漸化式も明示的に解けていないので、２元の連立漸化式である。
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3.2結果

(1)○(､ｉｎ＋1)＝2"+’

(2)Ｃ(､ｉｎ＋2)＝２，Ｍ－l

これにより、励十２個の円錐では双方とも消えるようなペアは存在しない、即ち問題の確率過程は(､＋'）
次元での決定性は持たない。（佐藤さんの論文ではこれはオープンプロブレムであった）

(3)ＣＯＭ＋3)＝2"+３－(、＋4）

(4)Ｃ(､;、＋4)＝2"+４－埋旦±型２

(5)Ｃ(1;6)＝31〈等
(6)Ｃ(l;7)＝38〈箸
(7)ＣＷ)＝92〈等

後ろの３つが、分割数が２の円錐の個数乗の半分以下、即ちペアで消えざるを得ない事を示しているが、残

念ながら佐藤さんのエレガントな証明との差は明白である。（位置関係という情報を無視しているのだから

当然ではあるが｡）

４付録：射影幾何より

4.1斉次座標と双対性

汗次元実射影空間の定義はＰ”＝(Ⅳ+'(O)/(Ｒ+(O)である｡即ち､射影空間の点はｘ＝(zl川…ハハ)＝
(工川)で表される、ただしｘ≠Ｏかつ、ある正の数αが存在して、ｙ＝αｘなる関係があれば、この２つ
の座標（斉次座標と呼ばれる）は同じ点を表す。

（〃－１)-次元平面Ｈ｡｡＝{ｘ＝(工川)ｅＰ”：錘o＝０｝は、無限遠超平面と呼ばれ、ＰハHooは、次のよ
うに"次元実Euclid空間と同一視され、この同一視はＯの周りのローカル座標と呼ばれる。

汀o：Ｐれうｘ＝(工,zo)－(工/zo)＝ＺＥｏｅＨＬ

Ｐｚの余次元１の線形部分空間（超平面）は

Ｈ(｡,,α2,…,｡”,｡｡)＝{ｘＥＰ”：a1z1＋q2z2＋…＋Ｍね＋aozo＝０）

で表わされる。ここで、パラメータａ＝（α1,α2,…山,αO）も又Ｐ、の元と見なすことができるので、
ｔａ.ｘ＝a1aD1＋a2aF2＋…＋α冗勿”＋ｑＯｚＯと書けば（ただし、ヴェクトルは縦ヴェクトルと考えている)、

Ha＝{ｘ：ｔａｘ＝０）

と簡単に書け、Ｐ、の超平面の全体をＰ、と同形と見なすことが出来る。これを、点と超平面との双対性

と呼ぶ.この同形写を＊で表そう。即ち、（Ｈａ)*＝ａ,ａ率＝Ｈａ,ａ**＝ａ,Ｈ…＝Ｈが成立する。

Ｈ・に原点から垂した垂線の足をｈとすると､ａ＝一命即ちｈと原点を挟んだ､長さが古の点であ
る。（注。Chentsov型を扱った議論で、しばしばパラメータとしてこの足ｈそのものが取られるが、以下

の議論でもわかるがこの幾何学的な議論が出てくる限りにおいて、上の取り方が自然である｡）

4.2性質

(1)固定点ａｏに対して（〃：Ｈヨａｏ）＝ａｏ＊

(2)固定超平面Ｈｏに対してVaEHo,ａ勺(Ｈｏ)＊

(3)集合{〃：Ｈは線分Ｏａと交わる｝はａで２分された局所座標系汀oの原点を含まない部分。（実はこ

の線分を含む直線とどこで交わるかを考えてＰ、に符号を導入したと考えれば局所座標で考えなくて

もよい。）
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(4)Euclid運動群の元をｇとする。ｔａＵｘ＝t(t9a).ｘであるから、超平面の（パラメータの作る）空間

'こは転置行列として働く｡この作用で不変な測度がch…測度佃(勘１－,二箒`である。

〃
、Ｚ

図３：一点を通る直線の双対点は、その点の双対直線上にある。

4.3高次元の直線とその双対

直線２が、－１個の超平面ＨＶ，＝ｖ,*,Hv2,…，Ｈｗ－１の交わりとして定義されていたとせよ。２の双

対2*、即ち〔上の点の双対超平面の作る余吹元１の集合は、〃－１個の点Ｖ1,Ｖ2,...,Ｖ冗一，を通る（自由
度ｌの）超平面群となる。

4.4運動群の作用
■

Ｒ”ＣＰｎという包含を、ｘ－(x,l)で考えておく。Euclid運動群は

ｌｆＨｌｆＨ卿Iwl
双対作用は

Ｈ１L]lfl薑に菅Ⅳ,Ｈ論｜
取れる。

従って、平行移動の双対作用に関して不変な測度は極分解され、球面方向には何ら制約条件がなく自由に
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