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PropositionZ､ＺＦｂｒ,ＺＥＮ，

(1)α("’2")＝１．
(2)α("’2"＋1)＝2"＋１

月ＣＣＩ/？

(,｡("2")‐(:)(；:)薑」
(2)．Ｍ+D=(:)(2動')薑(助IfH）

＝２〃＋１． □

Proposition２．３

（１）α(0,")＝Zm-I（"ｅＮ(1))．
(2)α(0,")＝2α(0,卜1）（"eN(1))．
(3)２凧α(0,")＝α(0,m十"）（'MeNl

Proqfシ

(MM弓昌剖GiJ÷肌
(2),(3)arereadilyderivedby(1)．□

Proposition2o4

α(1,")＝川(Oル2）（"eN(3))．

Proqfド

ル)弓暑,,(i)(紬勇剖'(象）
（,ＺＥＮ(2))．

Differentiationbyxof

(燕十'ﾄ｡皇lか

Abstract

Thesurfaceareaandvolumｅｏｆ〃dimensionalsphere

iselementarilyderivedbyintroducingseveralcombi-

natorialfUnctionscombinedwithtrigonometricfUnc‐
tlons．

1.Introduction

Thevolumeofルdimensionalsphereis
involvedinthetheoryoffractalgeometry，
relatedtotheHausdorffmeasurel)．Inthe

theory,theformulaiscitedinanerroncous
fOrmAnotherincorrectcitationoｆｔｈｅ

ｆＣｒｍｕｌａｉｓｆｏｕｎｄｉｎａｎｅｎｌｉghteningbookof
mathematicsmJapanese・Incorrectnessis
obviousbysubstitutingsomeintegersfor〃
inthecitedfOnnulae・Thecorrectfonnulais

fOundin3)．

Here,theauthordaretakealongjourney
toattainthefCrmula・Thelongjourney
passingthroughcombmatorialconsideration
andEulerisfOnnulamightbefUllofdelight．

2.Combinatrics

SeveralcolnbinatorialfUnctionsareintro-

ducedThＣｉｒpropertiesarediscussedin
detail．

2.1Functionα(j,"）
DefInitionz.１Ｆｏｒ〃ｅＮ，

川竺畳剖(っ(塁)(にN(０M)l
withGauss'symbol["]andNCM)＝{、
,、＋1,…,"}・Furthennore,Ｎ＝{0,1,2,
…},Ｎ(､)＝{'Ｍ，＋1,…｝
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ムル(i)(象)+(勺')m
Pmqﾉﾐ

々〃(i)に'i)-(脳)｝
＋い)に2)+2(Ｄに)

=(Ｄ[川+い}+{い
-剛]+い)ぼ）
薑(DGiJ+{(１Ｍ}側
薑(DGJ+(ﾙｵﾘｍ

ＢｙＬｅｎｎａ２､７，
Proqfq/Theorem2､５：

．(")臺罎墨,上川(`↑りい｝

＋IiiIM

yields

"(x+'w弓具kけ川鰄EN(リ
ＢｙｓｕｂｓｔｉｍｔｉｏｎｏｆｌｆＯｒｘ，

ルュ'し塁'(1)
星(1)弓暑剖跳Ｇ１）

＋艫晶,(2k-'１(2Ａ）
‐[墓mMIGi1+い)｝
＋間三竿,肌(`A］
‐息l(2A）
‐'[暑剖臘帆＆旱］
－２Ⅲ包竺{I|鯛)

＝2α(1,"＋1)－２"-L
Thus，

α(1,"＋1)＝("＋1)2伽－２
＝("+1)α(0,"-1）（"eN(2))．

Hence，

α(1,")="α(0,"-2）（"eN(3))．□

Therighthandsideofeqn(1)iswrittenas

α(i-1ル2)＋2α(j,"－１）

薑ドニ|)(鎬)）TheoremZ､５

α(Ｍ)＝α(j-1ル2)＋2α(Ｍ－１）

（jEN(1,[サルEN(2)】 (1)

+艫勇払に)+２(1)に')｝
＋２M皇腸,(Dm

ByDefinitio、２．６，

－(21二１１）

Beforeprovingthetheorem,adefinitionand
alemnaaregiven．

DefinitionZ､６ＦｏＭＥＮ(2)，

外側竺(Ｉ)(2凋)+いい
＋2(ii)に州N畑-1)）
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((ﾄﾙ）
2.2Functionb(た,川）
Definition２．１０

`(M)竺縣Ｃｌ)(川去勺
（にN(Ｍ),川EN）

－２…諾にTリ
+2…缶lm-:-)
‐'…{鵲(蝿ﾌﾞ)+市
("-'-11
-2…声(鰯7！)万｢万三丁=万

PropositionZ､１１

(1)ｂ(0,m)＝Ｌ・
川

(2)ｂ(1,碗)＝-m．

'川(Ｍ１臺瀞(川L'塾)(川Ｍ）
…(川2-(k-1)2）(keNM〕

(杣(ルル会(川L(k-l)2)わ(た-L川）
（にN(1,川))．

(5)

,(Ｍ)=_鶚`(腓,")(meN(リ
Ⅲ(M+昨器芸!'(M】

}H〃』州矧
☆(獺7１＝Zl-2i-l □

Pmqﾉﾐ(1)，(2)，（３）ａｎｄ（６）fo11owfrom
Def,2.10,and(4),(5)from(3)．□

since

α(0,")＝2"－１("EN(1))，
α(ｊ,")＝α(j-1ルZ)＋2α(j,"－１）

（にN(1,[;ⅢEN(2)）
withα(0,0)=1,α化]+1,")=Ｏ("E］
Tablelisobtained

PropositionZ､1Ｚ

ｚｂＭ薑鵠(mLl殿)(㎡-2塾）Ｏ三ｋコ

…(川2-ﾉｭ）（JEN(',川)〕
EJpecia町，

Ｚｂ(Ｍ)=０
０三Ａ三ｍ

=Ｏ("ＥＮ)，

TablelTablcofα(i,"）

月ＣＣＩﾉﾐ
ＦＣＭ＝１，

，，(｡,､)＋b(,,川)＝上一m

一命(榊LT）
Forに２，

Ｚら(Ｍ)＝Ｚｂ(Ｍ)+b(ﾉ"）

-|端十lTli1;;型Ｉ

〃 〆』

０
１
２
３
４
５
６
７
８
９
０
１
２

１
１
１

ａ(j-1,"-2）
１

α(iル1）１０

エ
α(j,"）

２１

２４３０
８８１

1６２０５０

3２４８１８１

6４１１２５６７０

1２８２５６１６０３２１

2５６５７６４３２１２０９０

5１２１２８０１１２０４００５０１

1024281628161232220１１０

2048614469123584840７２１

０
１
２
３
４
５
６
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（川2-12炉2-22)…(川2-(ﾉｰ')2）

＿(-1)l
-T7il房777(川2-'2)(川2-22)…(川2-/2）

_(-1)耐22耐(2m)！
□

((2m+')11)２

Proposition2・ｌ５

ｌｗｏ竺Ｚｃ(川-ﾉ,川）

‐(辿姜三豊｢土ユルM）

□

Z､3Functionc(Ｍ）
Definition２．１３

“M鵠耕
EspeCjaJIy，

恥(川)薑(2mきり』
(keN(Ｍ),ｍｅN） Pro城

ｌｉ》(O)＝c('Ｍ)．

Ｅ,(化)＝凡(k－１)＋c(川一Ｍ)．
Bythesuppositionofmathematicalinduction，

Moreover,thefbllowingdefinitionsaIegiven，
ｄｅｆ

(2川十1)11＝１３……(2川十1)，
ｄｅｆｄｅｆ

(2脚)!!＝２４.…２m（-1)11＝011＝Ｌ

ⅢFl4z＝筈=+上１１
ｃ(加一(A-1),川)+c(川一Ｍ）

Propositionz.１４

(1)ｃ(0,川)＝Ｌ

(2ﾙ(M)薑(-1γTi芸衾昌釜|；
‐(-1γ｢｢三鰐ｉｉ７

ＩﾙM薑(‐D(*↑
（ルハ＋1)(川一k＋2)…(川十A）

(ユル(M+')-景二+芸+･(M】

(sﾙ(州小(☆「

ByProp､２．１４(5)，

Ⅲ[-(型二芸二十上」)1三i;万三f戸↑
ﾓﾙ(川-kⅢ+(川川十!］
c(伽Ｍ１薑停芸云呈ニルM》

□

(腕一A)(ｍ＋AC＋1)c(Ｍ)． 3.IntegrationofTrigonometricFunction
Letjbetheimaginaryunit．

ｅ'"0＝(cose＋jsine)"・
Then，

ＣＯＭＯ＋jsiMe

PmqfP（１）ａｎｄ(3)areimmediatelyderived

bythcdcfinitionofc(Ｍ)．

(ﾙ(Ｍ１薑(蒜鵲
＿(-1)噸22“（(2m)11)２－(-1)噸２２噸((2ｍ)!)２ 司異緋…w一息ルャＭ

+j[星ル』Ｍ⑧
（2m＋1）（2m)！（(2Ⅲl)!!)(2m)！
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-皇(小川mい］
FCM＝O(2),i・a,aneveM，

伽蝿e弓呈lルー1Ｍ．
－塁腓１Ｍ⑧（

、皇ルヤ(…璽e)《
－塁ルル･朔)’

‐(;)…+ルル･湖)：
＋(ルールいい)恥
－１歩樗舳〆e）
＋(:)Ⅷ小佃僅e)＞
＋(分･ＷＩＭ〆巾］
弓三｣緋州
一星｣i)(ルャ
+塁↓:)(小仙…
+(-11瓢)(排川十に+(‐
弓二:(-,ｹ皇(｝)(小刀・
＝Ｚ(-1Ｗ(/,")cosm-2ja
o≦だf

HcrM(/,")isdefinedinDef・ZL
Inanalternativeway，ｃｏＭＯｉｓｒｅｐｒｅｓｅｎ

ｉｎｔｅｒｍｓｏｆｓｉｎａＢｙｔakingkinplace
〃－Ａ,eqn.(4)becomes

…+D幟[呈俳…
－１呈叶州洲Ｉ

=(-1);Ｚ(-1)'α(/,")sinm-2je
O≦燭

4）

Thus,thefOllowingpropositionisobtained

Proposition３．１
Ｆｂｒｅｗ〃〃．

COMO＝Ｚ（
にﾉ≦；

1Ｗ(ﾉ,")COS"-2jｅ

=(-1);Ｚ(-1ｗ(/,")sinm-zjO
o≦ﾉ≦；

Ｆｏｒｏｄｄ〃，thefOllowingequationsare
derivedquitesimilarlytothecaseofeven〃．

COMO＝Ｚ(-1Ｗ(ﾉ,")COS"-2ｊｅ，
０≦ﾉ≦[;１

siMO=(-1)[;]Ｚ(-1)jα(/")sin卿-2ｊｅ
Ｏ≦ﾉ≦[;］

Then,Prop､３．１ｉｓｓｕｍｎａｒｉｚｅｄａｓ

Theorem32

(1)Ｚ(-1)ｊα(ｊ,")COS'u-2je=coMe
O≦ﾉ≦[;］

（"ｅＮｌ

(2)(-1)[;]Ｚ(-'た(/,")Sim卿-2ｊｅ
Ｏ≦ﾉ≦[&］

‐{:蓋::|:::Hill）
1)；

Proposition３．３ 繩｜加川一川
Ｉ
ｌ
ｌ
１
ｌ
１

､兀仏:cven）

`(")竺ismwe-
０

可
０
〈
Ｉ

Ｃ
０

ｔ

２（":odd）
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pmqﾉｾﾞTheprOOfiSCalriedOUtaCCOrdingtＯ
ｅｖｅｎａｎｄｏｄｄ〃、

１)〃:even.

，(｡)-i壯兀=L=l1lLmO1！

ProqfP
Let〃＝２m．

(2m－１)11- (2m)！
１■■■■■

(2腕)!！｛(２１)(２２)…(2ｍ)}２

薑鵠令ぼ） □ByTheore、3.2(2)，

祠['-,九Ｍ ReturntotheproofofProp、３．３．Equation
(5)becomesｗｉｔｈ〃＝２m

sin"０＝

+zいｈい"ｗｅ］にﾉ≦サ 塁{鶚諾FTj）
論(Ｗ１叢ぽ〕

Thus，

皇｣-D川諾(｡ＭＧＩ二二))）
-ＧF〕

Ｌｅｔルー川一ノ．

川'…Ⅲ☆e1W）
急げ)(`）

兀

lcoMe小0,
0

since

`(")二六皇-,川．(ｊ"脈2'）

薑六皇{(-Ｗ川台(7)
J("-2ﾉ)｝

,塁鶚告(蝿ルーｚｊ１
Ｆｏｒノニ１，thesuppositionoflnathematical
inductionasserts

Ｌｅｍｍａ３､５

に)(川孟勺薑Ｃｌ)(川＃勺薑(箸)はっ
Pmq/i
Theproofofthefirstequalityistrivial．

(箸)はっ薑鰐

("－２ノー1)!！
s("－２/)＝ ･汀

("－２ｊ)1１

Then,itsufficestosay

塁等台("ｱﾉ)上i三三:７１}些
一学(５） ('’2＋A)(ｍ十ｋ－1)…(川一ｋ＋1）

fOrcven〃(三2)． （2A)１
－(加十AC川＋Ac-1)…(加十1）Ｌｅｍｍａ３４

ｌ７ｂｒｅｗ〃〃， ｋ１

m(川-1)…(川一k＋1）

旱÷(1) ｋ１
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け)Cリ
Forノニ３，thesuppositionofmathematical
inductionyields

□

．(ﾙ2ﾙ(十三二万''1仏
Then，itsufficestosay，ｗｉｔｈ〃＝２m十１

(川三1)，

ＲｅｔｕｒｎｔｏｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆＰｒｏｐ３３・Equation
(6)iswrittenas

晶縣Ｃｌ)け)薑q
ie,Ｚｚ，(Ｍ)=o、 （７） 会Ⅳ歳十鮴川会=籍会う

('川;ﾄﾉ)i美|ﾆﾗfl｣;ii}臺擶
TmsequationimmediatelyfOllowsfromProp
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