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１．はじめに

一般に，微分方程式の初期値問題の解が有限時間でB1ow-upする場合，ルンゲ・クッタ

法などの数値解法により得られる近似解からBlow-up時間を求めることは困難である。そ

こで，我々はBlow-upする解からBlow-up時間を近似計算するためのアルゴリズムを提

案する｡。ただし，Blow-upとは解がある有限な点で無限に発散することである。また，無

限に発散するある有限な点をＢｌｏｗ・ｕｐ時間と呼ぶ。最初に，与えられた初期値問題の近似

解を代数的ニュートン法により打ち切りベキ級数として与える')'2)。次に，与えられた打ち

切りベキ級数をパデ近似3)により有理関数に近似する。最後に，与えられた有理関数の分母

の多項式について零点を近似計算する。本論文は計算した零点がBlow-up時間となること

を数値実験により確認する。

２．代数的ニュートン法

微分方程式の初期値問題

鶚＝/Ｍ
Ｗｂ）＝ｇｏ

Ｉ (2.1）

の近似解をベキ級数として与える代数的ニュートン法を示す。ここで，／(/,z/）は/,ｙに

ついての多項式とする。また，Ｗb)＝Z/oは初期値とする。まず，（2.1）を

F(,)＝器-/(Ｍ）
＝０

(2.2）

と置く。もし，Ｆ(z/）がｙに関して微分可能ならば，Ｆ(ｙ）に対するフレシェ微分Ｆ'は
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F～券-ハム･） (2.3）

となる。ただし，パオ,z/）は

/'(/,ｙ)＝且fＬ１１Ｌ
８２／

(2.4）

と定義する。ここで，反復の初期関数を〃(o)＝Z/(o)('）として，問題(2.1)の解を得るため

にニュートン法を適用して

(2.5）ｚ/(醜+')－３/(噸)＝－(Ｆ'(z/(碗)))-1Ｆ(z/(施)),腕＝0,1,2,…

となり，式（2.5）を

F'(ｇ(願))(z/(碗+')－２/(緬)）＝－Ｆ(y(碗)） (2.6）

とする。ここで，

"(魂)('）

α(碗)(/）

Ｕ(瀬)(/）

Z/(、＋1)－３/(耐）

一八t,〃(醗)）

－Ｆ("(瀬)）’ (2.7）

と定義すると，式(2.6）は

ｑｈ‘(加）

－て77-＋α(､)〃(､)＝zﾉ(獺） (2.8）

と置き換えることができる。ただし，初期条件は〃(瀬)(O)＝Ｏとなる。このとき，式(2.8）

の解は

雌Iwt)＝e-…ﾉ（ (2.9）eAm1(s)zﾉ(瀬)(s)cｊｓ

となる，ここで

′ｗ，Ａ(耐)(/） (2.11）

とする。（2.7）および，式（2.9）より反復式
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,(…＝`伽十e-…)ﾉ(老…Ｍ(s)ぬ (2.12）

が得られる。次に，式（2.12）を用いて近似解を計算するために反復の各段階において打

ち切りベキ級数で近似解を与える問題について考察する。

いま，体Ｋ上において，ベキ級数環をＫ[t］とする。また，〃を非負の整数とし，，(/）

をベキ級数とする。これから，打ち切りベキ級数環を

Ｋ[/ルー{P(t)ｅＫ[/]ｍｏｄｔ"｝

と定義する。ここで，ベキ級数を第卯項で打ち切った打ち切りベキ級数を

、[P(/)］＝Ｐ(/)ｍｏｄノ〃

(2.13）

(2.14）

と定義する。つまり

Ｚ､[，(/)]ＥＫ[ノル （2.15）

である。ここで，Ｋ[小上での演算は，ベキ級数α(t),６(t）ｅＫ[t］において

｜;Ⅲ::|Ⅱ王麟川川＝ｎ[α(')]＋、[6(ｊ)］

とする。ただし，右辺の演算十,・は多項式の演算である。これより，式(212)を打ち切

りベキ級数で表すと

,…＝`'繩'+､[nに…Ｍ[ﾉ(霞｡…川)ぬ]］ (2.17）

となる。ただし，ベキ級数を打ち切る次数〃はニュートン法の２次収束性を利用して

〃＝２宛 (2.18）

とする。また，指数関数のベキ級数はテーラー展開により与える。ここで与えられた打ち

切りベキ級数を反復の初期関数として反復をおこなう方法を代数的ニュートン法と呼ぶ。

３．パデ近似

代数的ニュートン法により与えられた打ち切りベキ級数からパデ近似により有理関数を

与える方法について述べる。パデ近似は２つの多項式
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ＤＭ/）＝C叩,o＋C]Ｍ＋…＋α“し

ＶＭ/）＝βb,ソ＋β,,ﾘﾉ＋…＋βルノ似

(3.1）

(3.2）

によって

w)一号fjii+号十○(川十'） (3.3）

により与える有理関数で，ｚ/(/）を〃＝ﾉα＋〃＋１のオーダーで近似すると定義した有理関

数を与える近似である。本論文において実験では似＝しと考える。また，式(2.17)の代

数的ニュートン法により得られた打ち切りベキ級数ｙ(禰十')に対するパデ近似を

Ｈz["(胴+')］

と表わすことにする。また，パデ近似の定義より線形方程式

(3.4）

ＣＯβb,レーｃ恥,ｏ

ｃ,βb翻し＋ＣＯβ,,し＝（ﾙ,，

(3.5）ｃＵβb,以十cツー,β,,"＋…＋cﾚｰ“β似,〃＝＝ぬ,〃

ｃＵ+,βb,し＋cしβ,,u＋…＋cﾚｰ脾+血,し＝０
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●□●●●●●●●●●●●●●●●●●●｡●ロ●●●●●●●●

cし+似β0,ｕ＋c…-,β,,Ｕ＋…＋c〃β似,Ｕ＝＝0

を導くことができ，β0,〃＝’とすれば線形方程式(3.5）は解くことができる。

次に,パデ近似により与えられた有理関数の分母の多項式について零点を近似計算する。

計算した零点がBlow-up時間であることを数値実験により確認する。

４．計算例

提案したアルゴリズムで実験をおこなった計算例を示す。

例題１：１階常微分方程式の初期値問題

器－１+'’
9(o）＝０Ｉ (4.1）

を考察する。代数的ニュートン法により打ち切りベキ級数は
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ｙ(1)＝ノ

ル'+÷択十会'@

畔'+÷`創十急`｡+器ｵｱ+猯',+1器5'皿+6淵5裸

`仏)＝j+＝to+会'`+器$，+満'｡+1謡5t叫十6;器5t鴫+6皇;謡５

＋10呈濡75''７+18鑑鵲25t"+19畿淵器25涙！

＋29詰謡鵜25'蕊十36謡l鵲鶚器75探

十129:総害;呈鶚625鈩'+263:器:砦淵:淵:875#”

/'５

となる。問題(4.1）に対する真の解はｙ＝ｔａｎｔであり，テーラー展開は

,可+÷′圏+会'．+器'，+満'｡+丁器'u+6鍔５ t'3＋… （4.2）

である。次に，代数的ニュートン法により計算したｚ/(2)，ｙ(3)およびソ(4)に対するパデ近

似PZZ[y(2)]，ＨZ[Z/(3)]およびＨZ[Z/(4)]は

'
Hz[z/(2)］

1-÷ｔｏ

ｉ－詣綴+志'.
〃[y(3)］

1-各丹念'`-歳$。
Ｈz[y(4)］

ﾉｰ会`』+論鬮-ｍ莞75'十z雨:両#'一ｍ！;耐tu+百５ｍ;77両
８１

ｊｌ３

1-号'十器``-1急百‘．+32烏25'@-929号125川156379521375#鰺-2Ｍ8046676875'“
４１

となる。ここで，Ｈz["(2)］と〃[z/(3)]に対し真の解と比較したグラフを図１，２に示す。

破線がtan／のグラフである。

図２からでは比較が困難であるため,次にＨz["(''@)]の分母の多項式について零点の近似
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図１Ｈｚ[y(2)］に対する真の解との比較グラフ図２Ｈｚ[y(3)］に対する真の解との比較グラフ

表１零点の近似値と真値との相対誤差

値と真値(可2）との相対誤差を表１に示す。計算結果はMapleVRelease4で実行した

ものである。表１より，代数的ニュートン法の反復回数を増やせば相対誤差が非常に小さ

くなる。また，分母の多項式の零点を近似計算した値がBlow-up時間であることが数値実

験により確認できる。

例題２：１階常微分方程式の初期値問題

ぴ
０

｜
’
’
－，
１

⑫
｜
伽
ⅧＩ (4.3）

を考察する。ここで，ｅｙに対するテーラー展開

２，－Ｗ+＝’2+÷`‘+去り`+六,鬮+…+☆'+… (4.4）

の〃次の打ち切りベキ級数を用いて問題を置き換える。つまり

〃-1+,+告げ
"(0）＝０Ｉ (4.5）

とする。問題(4.5)についてBlow-up時間を近似計算した表２を示す。

次に，打ち切りの次数を１次あげて

零点の近似値 真値との相対誤差

Ｈz[y(2)］ 1.732050807568877 0.1026577908435841

Hz[y(3)］ 1.570796534156882 0.1320107400591992×１０－６

Ｒz[y(4)］ 1.570796326794897 0.141357985842823×10-15
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|；|商十台ｈ÷’ (4.6）

とする。問題(4.6)についてBlow-up時間を近似計算した表３を示す。

また，さらに打ち切りの次数を１次あげて

ｙ－１+,+舎价÷,,十☆，‘
"(0）＝０Ｉ (4.7）

とする。問題(4.7）についてBlow-up時間を近似計算した表４を示す。

ここで,Mapleに含まれているライブラリDEtoolsの中のグラフを表示する関数DEplot

を用いて問題(4.3)，（4.5)，（4.6)，（4.7)のグラフを示す。図３，４，５，６より打ち切

りの次数を上げることで元々の問題(4.3）のグラフヘ近づいているのがわかる。

５．ルンゲ・クッタ法との比較

ここでは，例題１の結果とルンゲ・クッタ法を用いた場合の結果との比較を示す。ここ

で，Mapleには微分方程式を数値的に解くために関数ｄsolveがある。ｄsolveはオプショ

ンとして幾つかの数値計算法を用意している。その中でルンゲ･クッタ法を用いて問題(4．

表２代数的ニュートン法の反復回数とBlow-up時間

反復回数 Ｂｌｏｗ－ｕｐ
■■

1.582575695

1.570796327

1.570796327

表３代数的ニュートン法の反復回数とBlow-up 表４代数的ニュートン法の反復回数とBlow-up
時間 時間

反復回数 Blow-up時間 反復回数 Blow-up時間

1.267949192 1.267949192

1.186071398 1.092366353

1.168060724 1.067601823

1.164427359 1.063142319

１．１６４１７５７５１ 1.062802956

反復回数 Blow-up時間

２ 1.582575695

３ 1.570796327

４ 1.570796327

反復回数 Blow-up時間

２ 1.267949192

３ 1.186071398

４ 1.168060724

５ 1.164427359

６ 1.164175751

反復回数 Blow-up時間

２ 1.267949192

３ 1.092366353

４ 1.067601823

５ 1.063142319

６ 1.062802956
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difY(y(t),t)=l+y(t)M/2中y(1)八２difYMt),t)Eexp(y(t)）

ｙ
y（

lＢ－、［
」ＢｕＥ

図３問題（４．３）のグラフ 図４問題（４．５）のグラフ

difRy(0,t)=1+y(t)P卜1/2Ｍt)ﾊ2+l/6Ｍt)八３ difYYy(t),t)='十y(t)+1/2*y(t)八2+1/6Ｍt)'9+1/四*yＷ４

』.■ＤＩＵ J,ｂ＿nＥ

図５問題（４．６）のグラフ 図６問題（４．７）のグラフ

1）を解いた結果を示す。

ルンゲ・クッタ注に」クッタ法による数値計算において刻み幅△ｔを△ノー００１としたとき

ｙ(0）＝０

ｚ/(1.56）＝92.62049631347597

まで計算したがｙ(1.57）ではエラーがでた。また，△／＝0.001のときは
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y(0）＝０

y(1.569）＝0.1162990479203389×1027

まで計算したがz/(1.570）ではエラーが表われ計算ができなかった。次に△ｔ＝0.0001の

ときは

z/(O）＝０

y(1.5669）＝256.6506846471206

まで計算したがｙ(1.5670）ではエラーがでた。つまり，精度をあげるために刻み幅を小さ

くしてもルンゲ・クツタ法では計算量が増加しB1ow-up時間を求めることは困難である。

６．結論

微分方程式の初期値問題において解が有限時間でB1ow-upする場合についてBlow-up

時間を近似計算する方法を提案した｡数値実験により提案した方法はBlow-up時間を求め

るのに有効であることがわかった。
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Ｔｈｅａｉｍｏｆｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｓｔｏｐｒｏｐｏｓｅａｍethodofconstructingarationalapproximant

forainitialvalueproblemofanordinarydifferentialequationssystemwhosesolutions

becomｅｔｈｅｂｌｏｗ－ｕｐａｔａｆｉｎｉｔｅｔｉｍｅｗｈｉｃｈｉscalledtheblow-uptimeltisdifficultto

seekthetimeaccuratelywithsomenumericalintegrationmethodfortheinitialvalue

problemsasRunge-KuttamethodSincetheiterationswhicharegeneratedbythose

methodsareterminatedwhenanoverflowoccurs,ｗｅｄｏｎｏｔｈａｖｅａｎｙｔｅｓｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄ

ｈｏｗｔｈｅｔｉｍｅｉｓａｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｓｏｌｕｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｂｌｏｗ－ｕｐｔｉｍｅ、Theproposedmethod

canavoidsuchdifficultybyauseofrationalapproximationtechnique・Weformulate

theapproximationmethodwiththesymbolicNewtonmethodforgeneratingatruncat‐

edpowerseriesandPadeapproximationSomeexamplesareillustratedtoshow

validityofthemethod


