
初等幾何に由来する安定型確率過程の決定性＊

竹中茂夫

岡山理科大学理学部応用数学科

（1997年10月６日受理）

１始めに

中学，高校で集合論を学んだ頃を思い出していただきたい。集合の共通部分，結合等は

通常３つの集合（たいていは円で表現されている）を使って図解されている（図ｌ）。しか

し，４つの集合を使ったものはなかったはずである。理由は４つもの集合が関連するよう

な複雑な関係について，この段階で考える必要がないからであろうか。実のところは，い

ろいろと図を書いて見ればわかるように，４つの円ではどうしてもすべての場合を尽くせ

ないのである(図２）。このことは比較的知られてはいるが，証明についてはどうだろうか。

もっと一般に，k個の論理命題を(超)球で表現するとしたら，論理命題の総ての組合せを

表すために必要な空間の次元ｄを考えてみよう。４つの場合からの類推,ゴニルー１は正し

い。この文で初等幾何学な証明を与える。

安定型確率過程の決定性と関連し，円錐の対称差を（球の代わりの）集合とした場合に

似通った事実が成立することが，佐藤由身子氏2によって証明されているが，ここに示す証

明は短くかつ直感的であるという利点がある。また，佐藤氏と共同研究を行っていたころ

にこの事実について調べた限りでは，証明の所在が分からなかった。決定性をもつ安定型

確率過程の存在という新しい事実を証明付きで紹介する事も必要であろう。

証明を｣思い付いたきっかけは，４年生セミナーでＤＫｎｕｔｈのConcreteMathematics

（邦題計算機の数学）を選んだことにある。この本の設問中に，平面が〃本の直線でい

くつの領域に分割されるかという分割数の問題及びその拡張がある。学生の一人，角道英

一君がこれを卒業研究として選んだ。彼のために，高次元化，図形の一般化という方向の

拡張があると説明し，例として上の場合を話した。手始めに３次元空間で球の場合を考え

ていたとき，（超平面の場合も同時に考えていたこともあり）〃個の球と１個の超平面であ

れば，その超平面での切り口を見ることにより，次元が１つ下がる事に気がついた。そこ

から，ここに記する証明には－気呵成である。

*献呈：平井武京都大学教授の還暦を祝し
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次のような記号の導入が便利である。

〃個の集合,Ｓ1,ｓ2,s3,…S"を考える｡ｅ＝(e1,e2,e3,…,e")ｅ２"＝{0,1}"に対して,Ｓｅ＝

ｎｓ？と置く，但しＳ『'はｅｉ＝ＯであればＳｉ，ｅゴー１ならＳＦと約束する。たとえば，ｅ＝

(0,0,1)であれば，Ｓｅ＝Ｓ１ｎＳ２ｎＳｆである（図1.)。

これを使うと，

ｋ＝〃

Ｅ[expj(Ｚご應Y(S沙))]＝exp-[Ｚ,u(SeL皇｡息激|α］ん＝ｌ ｅＥ２ｎ－１

従って上の特|生関数の式より，set-indexedSaSprocessの〃次元分布を知る事と，２"－１

個の量，似(Se),ｅｅ２'１－１，ただし，１＝(1,1,…,1)，Ｏ＝(0,0,…,0)，を知る事とは同等と

なる。ここで，３つの円では図１のように話は簡単であったが，４つの円では，上の形の

領域が総ては現れてはいないことに注意が必要である。たとえば図２の例では，（0,0,1,1）

及び(0,0,0,1)に対応する場合は出現していない。これは次元に対して一般化される。

以下，Ｓ`がQ/次元空間中の球(中身の詰まったボール)の場合に，〃三Ｑ/＋２なら，Ｓｅ｡＝

０となるｅｏｅ２"が存在すること。さらに，この性質により，考えている安定過程のα＋２次

元分布がロノ＋1次の周辺分布から決定づけられる事を示す。

４証明

証明は次の３つの部分にわかれる。

1．一辺の長さが画のa-simplexのα＋１個の頂点に単位球をおくと，それによる空間

の分割数が最大の２ｺ+’となること。

２．ｑｌ次元空間に，α＋２個の任意半径の球をおいたとき，空間の分割数の最大が7×2.-1

図１ 図２（0011)，（0001）が欠ける例
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となり，２．+'より小さい。すなわち，２.十2個の論理的領域のうち必ず１つは零集合とな

ること。これは，次元と個数を同時にパラメータとした帰納法で証明される。

３．測度“による部分領域の体積の決まり方。

４．１重心

α次元空間の一辺の長さが､/ZのQLsimplexを考える。このsimplexの重心Ｇｄから頂

点までの長さを９．，頂点から対応する面へおろした垂線の長さをいとする（図３）。

二の時蜑-午が成立する｡また,この垂線の足がこの面((鰍-1)-simpIex)の重
心Ｇｄ-,である事を考慮すると，ピタゴラスの定理により関係ｇ:-,＋鎧＝２が得られる。こ

れと初期値仇-得を合わせて，

,/ﾓ高ハム‐ ,/平皿９０１＝

さて，頂点が中心になるように単位Q/球Ｓｄ+,を置いてみよう。この球の内部にＧｄが含ま

れ，Ｇｄ-,は含まれないことは明らかである。Ｇｄ-,を含む１次元低いsimplexの各頂点を

中心とする単位球S1,ｓ2,ｓ3,…,Ｓｄを考えてみる｡これらのα個の球が任意の色ｅ(0,1}dに

対して，ｓ恩≠０を充たすと仮定する。これは{0,1)｡+'では，（＊,＊,＊,…,＊’1)の形の元に

対して対応する集合が空でない事を意味する｡総ての頂点で同様の事が成立しているので，

(0,0,0,…,0)に対応する集合すなわち考えているα＋１個の総ての球の共通部分以外は空で

図３
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ないことがわかる。ところで総ての球Ｓｊは重心Ｇｄを内点として含むのでＳ０，０＝(0,0,0,...,

0)も空ではない。ｑノー２に対して，命題は成立しているから，帰納法により命題が示された。

４．２ｑ/＋２個の球

Ｒ２に４個の円を考える。上の考察により，始めの３個で空間はせいぜい８つの領域に分

割されるのみである。ここに，新たな４番目の円が加わったと考える。円どうしは高々２

点の交点を持つのみであるから，４番目の円上には他の円との交点は高々６個である。こ

の交点により円は高々６個の円弧に分割される。ところがこの円弧の一つ一つが前の８つ

の領域のどれかを分割しているから，４円による分割数は高々14となる。

この証明は次のように考える事ができる。射影反転で４番めの円を直線に射影する。他

の３円はまた円に射影される。４番目の円が写された直線Ｒ'上に制限して考えると，この

Ｒ１，３円との交点によって７つの線分に分割されている（８つではない)，図を２次元で考

えると，無限遠を含む領域を例外として，この線分の各々によって３つの円で分割された

領域の再分割が起こっている。したがって，３円と直線（すなわち４円）による空間の分

割数はせいぜい８＋６＝１４である。これは，まさに帰納法の形式をしている。

ⅨeR`に対して,一念を対応させる変換はM6bms反転とよばれ,(超平面を半径｡。
の球面と考えると,）Ｒｄのすべての球面を又球面に移す変換である。この時１つの球面を

任意に選んで、超平面に写す事が出来る。

これらのことは,球面の方程式'x-ar＝c塾がこの変換によって'鳶十a'2になり,これ

図４
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ｃ２

を変形して，'x-w2=て盲'@＝ｗ=で平了が得られることから明らか。
Ｒｄに‘＋1個の球が配置されているとする。ここにα＋２個目の球を配置するのだが，

M6bius変換で，この新しい球は超平面であるとしてよい。この超平面上で前のｑ/＋，個の

球面を見てみると，これは尺｡~'でのｄ＋1個の球面の配置とみなせる。したがって帰納法

の仮定により，尺｡~'は高々７×2.-2個の領域に分割されるにすぎない。この各々の領域が

Ｒｄのﾛﾉ＋1個の球で作られた領域を再分割するので，ロノ＋２個の球でＲａは高々７×2.-1個

の領域に分割される。

４．３体積の決まり方

次に，尺｡上に測度似が与えられているとする。問題は，ﾉα(Se),ｅＥ２ｄ+2の決まり方であ

る。ｅｏに対して，Ｓｅ｡＝０従って似(Se｡)＝０であったとする。ｅ,をｅ･からのハミング距離

が’の任意元とする，すなわち＃(/;eo`≠ｅ１Ｊ＝’この時,Se1＝SeoUSe1＝Ｓ@,ヨｅｅ２ｄ+,．

従って，β(Se）＝似(S､)が成立する。このようにして,ｅ･の測度がわかれば,それとハミン

グ距離が’である集合の測度は’２．+'の元，すなわち，，次元低い周辺分布から与えられ

る量から計算出来る。また，２.十'－，は，ハミング距離，の辺で連結である．

以上を合わせて，Ｒｄの球をパラメータ集合とするSet~IndexedSaS-processのα＋２次

元分布はｄ＋1次元分布を知る事によって決定する事が出来る。(Q/＋，次元の局所的決定性

を持つ，またスペクトルの台を考えることによって,対称安定確率過程としてｄ＋２次元の

決定性を持つことがわかる）

４．４

上の性質が単に凸だけでは駄目だという例として，合同な４つの凸図形で24個の総ての

種類の領域がある例を示す（図５）。

４．５

最初にこのような決定性が見つかったのは，自己相似安定過程を円錐の対称差を使って

構成した筆者の論文5であるが,高次元の場合の決定性は佐藤由身子氏2が完全な証明を与え

た。ここでとり扱ったのはより簡単な定常過程に対応するもので､あるが，元の場合より直

感的でありより理解が易しい。安定過程にこのような決定性があるというのは，古くから

の安定過程の研究者にも新鮮であり，この分野の最初の国際的な教科書,にも,次元の場合の

みであるが数節を割いて紹介されている。しかし残念ながら高次元の場合とか，，次元で

すらもっと複雑な決定性があること６はあまり知られていない。構成，証明ともに複雑であ

る事も1つの理由と'思われる(実際に上記教科書て.も事実の引用の誤りが見られる)。ここ

で与えた初等的かつ直感的に証明される例が,決定性に関する知識の普及に役立てばと願っ

ている。

４．６いくつかの例

４．６．１定常安定過程

Ｅ＝Rdl似を｡'次元のLebesgue測度,Ｔ＝Ｒｄ,Ｓ`＝{ｘｅＲａ;,x-t,≦，)とすれば，
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Ｑ/＋１次の局所的決定性をもつ安定型の定常過程が得られる。

４．６．２Ｑ/パラメータ安定運動（線形加法過程）

上の例で，Ｓｆ＝(ｘｅＲｄ;|x-tl≦|tl}とすると，パラメータをどの直線に制限しても

独立増分の安定過程が得られるが，これ１Ｍ/＋１次の局所決定性をもつ。実は，出てくる

球が総て原点を共有することより，さらに強くｃ】/次の局所決定性を持つこともわかる。

４．７種々の決定性について。

何種類も決定性の概念が出てきているので，整理しないと混乱がおきる。

lSetindexedprocessでありかつその定義集合Ｓｆの形が与えられているとする。こ

のとき，任意の〃＋１個の時点をとり，これに対する〃＋１次元の結合分布が，それ自

身の〃＋１個の〃次元周辺分布のみから決定される場合。いわば，測度による〃次局

所決定性。（〃c/〃e"sjo"α／/Ｍ/ぬた”ｉ"た池Cl／ＣＯ"伽ノノ”eａｓ"γc）

２．上の条件のない，即ちsetindexedsetであることもわかっていない場合で，ｌ）

のような決定性を持つ場合，局所決定性（'Ｍ〃c"sjo"αノノリcαノc】した'wOj"jSw）

３．総ての〃次元分布がわかれば,それから〃＋1次元分布が決定できる｡確率過程とし

ての決定性。（〃Q/〃e"sjo"αノぬた”/"た"ｚａｓａｐ"cess）
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決定性の強さは測度による〃-次局所決定性＞〃-次局所決定性であり，上の例と定義集合に

円錘を用いるチェンソフ型は，測度によるＱ/＋１次局所決定性をもち，ｑ/＋２次の局所決定

性をもつ｡また,線形加法過程7は測度によるｑｒ次局所決定性とα＋１次局所決定性をもつ。

更に森氏の構成と，ラドン変換を用いれば，確率過程として２次の決定性を持つこともわ

かる。

set-indexedprocessの局所的決定性は初等幾何学的性質の反映であるが，確率過程とし

ての決定性はむしろ測度論的なものであることを注意しておく。また，これらとは異なり，

スペクトルが純点でない安定過程の決定性については古城氏の研究8がある事を付け加えて

おく。
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Someofstableset-indexedprocesseshaveapropertycalleddeterminismThis

propertycomesfromthefollowingfactinelementarygeometry;intheqMimensional

Euclideanspace，thereexistconfigurationsofd＋１sphereswhichdevidethewhole

spacｅｉｎｔｏ２ｄ+lsub-regionsbutnoconfiguratioｎｓｏｆｃｉ/＋２sphereswhichdevidethe

spaceinto２．+２regionslnthelatercase,ｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｎｕｍｂｅｒｏｆｒｅｇｉｏｎｓｉｓ７×2.-1．

ThisfacttellsusthatthesetindexedprocesswhichemploysQﾉｰspheresasthedefining

setshasq/＋l-dimensionaldeterminism．


